Corrigé du DM1

Exercice 1.

Déterminer selon les valeurs de a € R la nature de [*°° < dt

oo 14et

Correction de I’exercice 1. (5 points).
. —at . ., 5 . . .
La fonction ¢t — <—; est continue et positive sur R; les deux bornes de 1’intégrale sont incertaines.

1+t
On écrit:
+oo —at 0 —at +o00 —at
e e e
dt = dt + dt.
/_Oo 14 et /_001+et /0 14 et
e, [ i) e ¢ dt est de la méme nature que f e~dt. Etudions la nature de cette
derniere.
Sia=0, [*_edt=[" ldt= lim [‘1.dt= lim [{]2= lim —z = +oc.
T—r—00 T—r—00 T—r—00
Sia#0, [*_e®dt= lim [‘edt= lim [~<7]0 = lim (—1+ ™). Donc,
T—r—00 T——00 T—r—00
1
0 .
—— si a <0,
/ e dt = a (1)
-0 +o00 si a > 0.
at e”t a+1 +00 e~ (a+1
D’autre part, ¢ o = e~(a+Dt donc f e tdt est de la méme nature que fo )t gy

Etudions la nature de cette derniére.
Sia=—1, f;oo e~ (ot tq = f;oo Ldt = lim [ l.dt= lim [t]f = lim z = +oc.

T—4-00 r—+00 T—+00
: +00 _(a T T _(a IRT e—(atDtq, .. e—(at+1)z
Sia# =1, JyT et = lim [femidt = T [~ = i (- o a).
Donc,
+oo +o00 s1 a < —1,
/ ewrig = )
0 sia>—1.
a
Conclusion : D’apres (1) et (2) 'intégrale f +;° f o tdt converge si et seulement si a €] — 1,0].

Exercice 2.
Soit f la fonction définie par f(z) = [["> L 2dt

1 T+t
1. Déterminer Dy, I’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est décroissante sur Dy.

3. On admet que f est continue sur Dy.

(a) Montrer que f(x) + f(x + 1) = < pour tout z € Dy.
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(b) Justifier que f admet une limite (éventuellement infinie) en 0 et en 400, et déduire ces
limites en utilisant ce qui précede.

Correction de ’exercice 2. (7 points: 2-2 -1 - 2).

1. Le domaine de définition de f est constitué des points = de R pour lesquels I’intégrale 1+°° i_jt dt

converge. Pour x fixé, la fonction ¢ — % est continue et positive sur [1, +o00l, il s’agit donc
de regarder le probleme en +oo.

—x —x _ + —x A . P .
Comme 1= ~ = = ==+ alors [[" L2dl est de la méme nature que I'intégrale de Rie-
ot 1 1+t

mann f;roo ﬁ%dt, qui elle, converge si et seulement si x + 1 > 1, ¢’est-a-dire z > 0 .
Donc Dy =]0, +o00].

2. Soient z,y €]0, +o0.
<y —xr > =y

Vit > 1,—zn(t) > —ylIn(t) (car In(t) >0sit > 1)

vVt > 1, e rn(t) > o—yn(t) (car la fonction exponentielle est croissante)

VE> 1,670 > Y
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(cart+1>0).

Les fonctions ¢ +— % ett — % sont continues sur [1, +-00[ et ont toutes les deux une intégrale

convergente sur cet intervalle. Par positivité de I'intégrale:

+o0 t +o0 tY
/ dt > / dt
L 1+t . 1+t

= f(x) > f(y).

3. (a) Pourtout x > 0,

too 4z +o00 t—(a:—‘rl)
1 pr—
flz)+ f(z+1) /1 1+tdt+/1 1+tdt

+o0 = t—(x—i—l) y
= t
/1 <1 T )
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(b) -EnO:ona llir(l] f(x+1) = f(1) car (on a admis que) f est continue sur son domaine de
définition. D’autre part, mlirgl+ % = +o00. D’apres I’égalité de la question précédente, on
déduit que xhj& f(x) = +o0.

- En +o00 : f est décroissante et minorée par 0, elle admet donc une limite finie [ en +-00.
En utilisant 1’égalité de la question précédente, on a 2/ = 0, donc [ = 0.

Exercice 3.
1. Donner le DL de la fonction ¢ +— In(cos(t)) en 0 a I’ordre 3.
2. En utilisant la question précédente, montrer que 1’intégrale suivante converge:

[T=() =

Correction de I’exercice 3. (4 points: 1.5 - 2.5).

1. Le développement limité de x — cos(z) en 0 a ’ordre 3 est cos(z) = 1 — ‘%2 + 23eo(z) et le
développement limité de ¢ — In(1 +¢) en 0 a ’ordre 3 est In(1 +¢) =t — % + % + 36 ().

En remarquant que lorsque z tend vers 0, —% + :L‘SEO(J}) tend vers 0, on peut poser t = —% +
3

z€o(z) et utiliser la composition des DLs. On trouve :
2

In(cos(z)) = —‘% + 2% (2).

3
2. La fonction = — (cos (£))" est continue et positive sur [2, +oo[ car 0 < 2 < 1 < 2 1] faut

donc regarder le probleme en +-o0.

.1’3 N . s 2
Ona (cos(%)) = v’ In(cos(3)) O, d’apres la question précédente,

In(cos(1)) = — 55 + =5€a(L). Donc, 2% In(cos(1)) = —% + e»(2). Finalement,

= Inleos(3)) — =3+e(d) = ~Feld),

. 3 1 _z 2 . ..
Montrons que les fonctions z +— e* (€5(2) et 2 — e~2 sont équivalentes au voisinage de
x , . .. 3 ln(cos(%))
+00. Comme = — e~ 2 ne s’annule pas, il suffit de montrer que la limite du rapport 6_—%
e

vaut 1 en +o00. Or, par définition de la fonction €5, lim 62(%) =0, donc lim e2(z) = 1. On
T—r+00 T——+00

en déduit que
23 In(cos(2))

. € @
lim —_—— = 1.
T—+00 e 2
D’ou
eac?’ln(cos(;l,)) ~ 6_%.
+00

$3 .
Finalement, la nature de I’intégrale f;oo (cos (%)) dx est la méme que celle de I’intégrale

+ _z _z - . .
[, e 2dr = [~2e72]5>° = 2. Donc I'intégrale de I’exercice converge.



Exercice 4.
Soit b > 0 et soit la série de terme général u,, = W_n[—b V"_”, n > 1.

1. Calculer [\/n] — [v/n — 1] selon que n est le carré d’un entier ou non.

2. En déduire qu’on peut écrire Y u, = > .
n>1 k>1

3. Conclure selon la valeur de b la nature de la série de terme général w,,.

Correction de I’exercice 4. (4 points: 1.5-1.5-1)

1. Sin estle carré d’un entier non nul, alors [/n] = /n. On remarque que
Vn—1<+vn—1<+/n.

Par définition de la partie entiere, on en déduit que [v/n — 1] = \/n—1,d ot [\/n|—[vn — 1] =
1.
Autrement, on pose [\/n] = k. Onaalors k < \/n < k+ 1, donc k* < n < (k + 1)2, donc
F2<n-—1<(k+1)>2

2. On déduit de la question précédente que

—, si 3k e Nk = n;

Up =13 N

0 sinon.

En remplacant n par k? dans le premier cas, on retrouve 1’égalité demandée.

3. La série de terme général % est une série de Riemann, donc elle converge si et seulement si
2b > 1, c’est-a-dire b > %



