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1. EXERCICES CHAPITRE 1

Exercice 1 (suites arithmétiques, suites géométriques).
(1) Soit (up)n>0 une suite arithmétique de raison 2, telle que us = 7. Calculer ujgp.
(2) Quelle est la somme des n premiers termes d’une suite arithmétique ¢

(3) Soit (un)n>0 une suite géométrique de raison q strictement positive, telle que us = 2 et
w7y = 18. Calculer uog.

(4) Quelle est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique ?

Exercice 2 (suites réelles). Montrer a l'aide de la définition que la suite de terme général
up, = 3n/(4n + 2) (pour n > 0) converge et calculer sa limite. Les réponses doivent étre
justifiées.

Exercice 3 (opérations sur les limites de suites réelles). La suite de terme général u, (pour
n suffisamment grand), dans chaque cas suivant, est-elle divergente ¢ convergente ¢ Calculer
sa limite le cas échéant :

4nb 18 = (n—1)3
0) = n ;b)un:(n+) (n );
6n” —5n3 +n2 —4 n2+1
1 2n —vn?2 -1
c)  Up= pood) up = ———;
n( n2+2—n) n?+3-n
3n_(_2)n 1 n
) wm=m g Dwm=nlT Qwm=ig
h) 1+1 " ) sinn
Up = — : 1) Uy = —4m8M88 ¢
n n 9 mn ’I’Z—i—(—l)n—"_l’
. n—(—1)" .
j) Up = T~ E_lin ; k) u, = sin(n).

Les réponses doivent étre justifiées.

Pour la derniére suite, on pourra supposer que la suite converge puis en considérant les suites
(sin(n + 1)) et (sin(n — 1)) montrer que la limite est nécéssairement 0 et enfin conclure en
obtenant une contradiction.

Exercice 4. En revenant a la définition de limite montrer les deux résultats suwivants du
cours.

(1) Sila suite (uy,), converge vers £ > 0 alors il existe un entier N tel que pour toutn > N,
up, > £. (On pourra commencer par faire un dessin)

(2) Si (up) converge vers € et (vy)n converge vers £ alors (up, + vy) converge vers £+ .

Exercice 5. Montrer qu’une suite a valeurs dans Z est convergente si et seulement si elle
est constante a partir d’un certain rang.

Exercice 6 (moyenne de Cesaro*®). Soit (uy)n,>1 une suite de nombres réels. Pour tout n €
N*, on pose

U tug .U

n
On dit que (up)n>1 converge au sens de Cesaro si la suite (cp)n>1 converge.

Cn
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(1) Montrer que la suite (up)n>1 = ((—1)")n>1 converge au sens de Cesaro vers une limite
que l'on déterminera. La suite (up)n>1 est-elle convergente ¢

(2) Montrer que si (up)n>1 convergente vers | alors (c,)n>1 est également convergente de
limate 1.

(3) Appliquer le résultat précédent a l’étude des suites suivantes (données par ’expression
de leur terme général) :
n

1 nk 1 <~ cosk 1 1\k
un:n;ek,nZI; Un:n; A ,mn>1; wn:n;o—kk),nZl.

Exercice 7 (suites réelles). On considere les suites de terme général respectivement

2
M, (2+cosn)n, (=1)"(2+4+cosn)n, Vn+1—+n, (=1)"
n

pour n > 1.

n
n—+1

(1) Les suites ci-dessus sont-elles bornées ?

(2) Sont-elles convergentes ?

Exercice 8 (suites réelles). On pose, pour n € N*, u, =nm + %
(1) La suite (un)n>1 est-elle bornée ?
(2) La suite (un)n>1 est-elle convergente ?

(8) Montrer que la suite (vy)p>1 définie par v, = sin(u,) converge vers 0.

Exercice 9. La proposition suivante est-elle vraie ou fausse (justifier la réponse) ?

(1) Toute suite a termes positifs qui converge vers 0 est décroissante a partir d’un certain
rang.

(2) Toute suite qui a une limite strictement positive a tous ses termes strictement positifs
a partir d’un certain rang.

Exercice 10. Soit (uy) une suite croissante et non majorée.
(1) Traduire avec des quantificateurs que la suite est non magjorée.
(2) Avec la croissance, en déduire qu’elle tend vers +o0o.

(3) Donner un exemple de suite non magjorée et qui ne tend pas vers +0oo.

Exercice 11. Pour chacun des ensembles A, B, C et D suivants
A=1{0,1,3,15,—-7}, B=[-1,3], C=]2,3], D=]-23U[4,5].

dire
— 8’ils sont majorées ou mMinorés,
— 8’ils ont un plus grand ou un plus petit élément; si oui le préciser,
— s’ils ont une borne supérieure ou une borne inférieure.

Exercice 12. Pour chacun des ensembles suivants, montrer qu’il est borné puis déterminer
la borne supérieure (préciser si c¢’est un maximum) et la borne inférieure (préciser si c’est
un minimum,).

A:{%—S, el B={-20,3U{4};: ANB.
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Exercice 13. Etudier l’existence des bornes inférieure et supérieure des ensembles suivants.
Les déterminer si elles existent et préciser s’il s’agit d’un mazximum ou d’un minimum.

1
A = {yGR’EIEE]l,g],y:;},
B = {(z+1)", z€]-23]},
C = {zeR|IeEN, z=n*+1},

1
D = {zeR|IneN,z=1-—}.
n

Exercice 14. Justifier que l’ensemble E = {2sinx + 3cosx , © € R} admet une borne
supérieure. Puis montrer que c’est un mazximum et qu’elle vaut v/13.

Exercice 15. Soit p un nombre réel strictement positif. On pose :

1 1
A:{ieR, x| < },B:{ieR, x| > }
1+ el =l <p 1+ ] =l > 7

(1) Déterminer sup A. L’ensemble A admet-il un mazximum ¢

(2) Déterminer sup B. L’ensemble B admet-il un maximum ?

1 1
Exercice 16. Soit f Uapplication définie sur ]0,+oo| par f(x) = ; oS <> Montrer
x x

1
que A = f(]0, +o0[) est borné et que sup(A) = 7 Déterminer de méme inf(B).

Exercice 17 (suites réelles). Pour tout n € N, on pose
—~ k
Sn = kz_o K241

, . n+1
Soit n > 1, montrer que pour tout entier k tel que n+1 <k <2n on a

k
E2+17 (2n)2+1’

puis que

SQn - Sn >

| =

En déduire que lim S, = +o0.
n—oo

Exercice 18 (suites réelles). Pour tout n € N, on pose

n
]{J2
S0 =2
k=0
Montrer pour toutn > 1 on a
1
SQn - Sn Z g

En déduire que lim S, = +o0.
n—oo

Exercice 19. Soit (up)n>0 la suite de nombres réels définie par les relations suivantes :
ug €]0,1] et

VnZOa un+1:7+

(1) Montrer que pour tout n € N on a 0 < u,, < 1.



2) Montrer que la suite (uy)n,>0 est monotone. En déduire qu’elle est convergente.
q > q q

(3) Déterminer la limite de la suite (up)n>0 -

Exercice 20 (suites réelles). On considére la suite (un)n>0 définie par :

ug = 2
{Un+1 =6+u, Vn>0.
On va étudier de différentes fagon la suite (up)n>0 €t montrer qu’elle converge.

(1) Fagon 1 :

(a) Montrer que pour tout entier n, un4+1 — Uy, est du signe de 3 — uy,.

(b) Montrer par récurrence que tout entier n, u, < 3.

(¢) En déduire que la suite est croissante puis qu’elle converge et déterminer sa limite.
(2) Fagon 2 :

(a) On définit sur Ry la fonction f par f(x) = /6 + x. Etudier les variations de f et
montrer que f([0,3]) C [0, 3].

(b) Vérifier que ug < uy puis montrer par récurrence que la suite (un)n>0 est croissante
et majorée par 3.

(¢) En déduire que la suite converge et déterminer sa limite.

(8) Fagon 3 :
(a) Sila suite (up)n>0 converge, quelle est la seule valeur possible pour sa limite ?
(b) Montrer que

1
VneN |uppr —3| < §|un -3

(¢) En déduire par récurrence que pour tout entier n, |u, — 3| < (%)n puis que la suite
(un)n>0 converge vers 3.

Exercice 21 (suites réelles). Soit (up)n>1 la suite de nombres réels définie par la condition
initiale up = 1 et la relation de récurrence

Vn e N w1 = 1+%.

En wvous inspirant de 'exercice 20, proposer diverses méthodes pour montrer que la suite
converge vers 2.

Exercice 22. Soit a > 0 et soit (uy)n la suite de nombres réels définie par ug > 0 et
1
Vn>0 upy = 7<un+ i).
2 Unp,
(1) Montrer que
(u — a)?

Vn >0 uQ —a =
= +1
" 4u2

(2) Montrer que pour tout n > 1 on a u, > \/a et que la suite (up)n>1 est décroissante.

(3) En déduire que la suite est convergente et déterminer sa limite.



(4) En utilisant la relation u? | — a = (unt1 — /@) (unt1 + /@), montrer que

= ()

(5) Siup —+/a <k et pourn > 1, montrer que

w = Va < 2va(

k 2n—1
2\/a>
(6) Application : calculer v/10 avec une précision de 8 chiffres aprés la virgule, en prenant

UO—?)

Exercice 23. Soit (Hy)p>1 la suite définie par

n

1 1 1

H"ZE %:14_54_...4_,
k=1

(1) Montrer, pour tout k > 1,

3

1 1 1
vie bkl g <<y
puis en utilisant une intégrale, 'inégalité double
ki < In(k + 1) — In(k) s%
(2) En déduire que In(n+ 1) < H, <lIn(n) + 1.
(3) Déterminer la limite de (H,,).
(4) Montrer que la suite de terme général u, = H, — In(n) converge (indication : on

montrera que (uy)n>1 est décroissante).

Exercice 24 (suites réelles adjacentes).

(1) Démontrer qu’une suite réelle (uy)n>0 converge si et seulement si (ugp)n>0 €t (U2n+1)n>0
convergent vers une meme limite.

(2) Pourn > 1, on pose

k=1
Montrer que la suite (up)p>1 converge (indication : on pourra montrer que les suites
(u2n)n>0 €t (U2n+1)n>1 Sont adjacentes).

Exercice 25 (suites réelles adjacentes). Soient 0 < a < b, soient (un),>q €t (Un),>q les deus
suites définies par

Uy, + U
ug=a, vg=2"b, Upt1 =\ UpVn, Upt1 = —

Le but de cet exercice est de montrer que ces suites sont adjacentes.
(1) Montrer que pour tous réels x ety , 2¢/x\/y < T +y.

(2) Montrer que pour tout entier n, u, < v, puis que la suite (uy),~, est croissante et la
suite (vn),>q est décroissante.

(3) En déduire que les deux suites convergent.



(4) On note £ la limite de (up),>q et €' celle de (vn),,>o, montrer directement que £ = ¢'.

Exercice 26 (suites réelles adjacentes). On considére les deux suites de terme général
n
1 1

(1) Montrer que les suites (un)n>1 €t (vp)n>1 sont adjacentes. Elles convergent donc vers
une méme limite, notée e.

(2) Montrer que e est irrationnel. Indication : on pourra supposer qu’il existe p € N et
q € N* tels que e = g puis obtenir une contradiction en utilisant, aprés ’avoir justifié,

que ug < % < vg.
Exercice 27. (1) Ecrire a l'aide des quantificateurs la définition d’une suite magjorée.
(2) En déduire la définition d’une suite non majorée.
(8) Donner un exemple de suite non magjorée et qui ne tend pas vers +0oo.
(4) Soit (up) une suite non majorée, montrer qu’elle admet une sous-suite qui tend vers

—+00.

Exercice 28 (suites de Cauchy).

ontrer que la suite (up)n>0 de terme général u, = (— n’est pas une suite de
1) Mont la suit >0 de t général " ‘est ite d

n+1
Cauchy.
. . 2+ (=1)"
(2) Montrer que la suite (up)n>1 de terme général u, = ———— est de Cauchy.
= n
1
(3) Montrer que la suite (un)n>1 de terme général u, = Z z n'est pas une suite de
1<k<n

Cauchy (Indication : on pourra considérer uz, — un). Que peut-on dire de cette suite
(Un)n>1 lorsque n — +oc ?

(4) Montrer qu’une suite (un)n20 vérifiant |up+1 — up| < 27" pour tout n > 0 est de Cau-
chy. Pour cela pour n € N fixzé arbitrairement, montrer que

p—1
(a) Vp =1, |untp — un| < Z |Untkt1 — Un-ti|-
k=0
p—1
b)) Vp > 1, |uptp — up| <27" 27K puis que Vp > 1, |upyy — un| < 2177,
+p +p
k=0

(c) Conclure.

Exercice 29 (suites de Cauchy). Soit f une application de [0,1] dans lui-méme telle qu’il
existe un nombre réel positif 0 < k < 1 tel que

Va,y € [0,1], [f(x) = fy)| < klz —yl.

Soit a € [0,1]. On considére la suite (xy),~, définie par vo = a, et x, = f(xn—1) pour tout
n > 1. B

(1) Montrer que, pour tout n € N, |xy 41 — xp| < k" |21 — 20|



(2) Comme dans [’exercice 28, montrer que pour tout entier n

p—1
Vp e N ‘xn—i—p - wn’ < Z ‘xn+k+1 — Tnik
k=0
puULS que
kn
1—-k
et conclure que la suite (Zﬁn)nzo est une suite de Cauchy.

Vp e N*  zpyp —zp| < |z — 20

(8) Montrer que | = lim,_, 4~ Ty, est l'unique point fize de la fonction f.
Exercice 30 (suites récurrentes). On considére la fonction f :[0,00[— R définie par
2
7+ x
(1) Montrer que f([0,1]) C [0,1] et que f([1,4o0]) C [1,+o0].

(2) Montrer que l'on peut bien définir une suite (z,)n>0 de points de [0, 1] par la condition
initiale o €0, 1] et la relation de récurrence

Tni1 = flzp) Vn>0.
(8) Montrer que la suite (zy)n>0 ainsi définie est une suite croissante. En déduire qu’elle
est convergente et trouver sa limite.

(4) Etudier le comportement de la suite définie avec la méme relation de récurrence et avec
pour premier terme xg > 1.

Exercice 31 (suites récurrentes). Etudier la convergence de la suite (un)n>0 définie par

{uo € [1,+o0|

Uns1 = /5(u2 +Tu,) =1 Vn>0.

On distinguera les cas ug =1, 1 < ug < 2, ug = 2 et ug > 2.

Exercice 32 (densité des rationnels et des irrationnels dans R). On va montrer qu’entre deux
réels il y a toujours un rationnel; qu’entre deux réels il y a toujours un irrationnel.
Soient deux réels x et y tels que x < y.

(1) On cherche q € N* et p € Z tels que x < 75 <y.
(a) Montrer qu’une condition suffisante sur p et q est qr < p < qy et q(y —x) > 1.
(b) Justifier lexistence de p et q.

(2) On cherche a € R\ Q tel que x < o < y. Justifier l’existence d’un tel o en utilisant la
densité de Q dans R et x + V2 < Y+ V2.

(3) Déduire de la densité de Q dans R que pour tout réel a, il existe une suite de rationnels
(rn)n qui converge vers a.

Exercice 33 (développement décimal*). Soit x un réel, pour tout entier n, on note d,, =
E(10™z) ou E désigne la partie entiére.



(1) Justifier que
VneN d,<10"z <d, +1.
puis que
VneN 10d, < dpiq < 10"z < dpyq + 1 < 10d, + 10.
(2) On pose u, = 1%—2 et v, = dfotl
qu’elles convergent vers x.

. Montrer que les suites (uy) et (vy,) sont adjacentes et

Uy, est la valeur décimale approchée de x a 107 prés par défaut, v, par exces.

(8) Pour tout entier n > 1, on pose x, = d, — 10d,—1. Montrer que pour tout n > 1,
Up = Up—1 + 1o, PUIS que U, = do + Y req 8. Soit, lorsque u, > 0, selon la notation

105 *
décimale usuelle : uy, = do, T122 - Ty
(4) Si pour tout n > 1, x,, =9 que vaut x ?

Nous allons montrer qu’avec la définition prise pour la suite (d,) les termes de la
suite (x,,) ne peuvent pas tous étre égauzr a 9 a partir d’un certain rang.

Supposons qu’il existe un entier ng tel que pour tout entier n > ng, , = 9, montrer
qu’alors pour tout n > ng, Uy = Up, + 10%0 — 10%. En déduire que v = up, + 10%0, est-ce
possible ?

(5) On suppose maintenant que x € Q, c’est-a-dire qu’il existe p € 7 et q € N* tels que
x = g. Les suites (dy,), (uy) et (xy) sont définies comme précédemment.

(a) Montrer que dy (= up) est le quotient de la division euclidienne de p par q. On note
ro le reste de cette division, on a donc p = doq + 1o avec ro unique entier tel que
0<ry<gq.

(b) En utilisant que par définition, uq < ug+ %0 <up+ 1—10 et que u1 = ug + 5 ; montrer
que x1 est le quotient de la division euclidienne de 101y par q. On note r1 le reste de
cette division, on a donc 10rg = x1q + 71 avec r1 unique entier tel que 0 < rq < q.

(¢) Montrer que l’on peut construire par récurrence la suite d’entiers (ry,) tels que o est
le reste de la division euclidienne de p par q et pour tout n > 1, r, est le reste de la
division euclidienne de 10r,_1 par q, le quotient étant alors égal a x,,.

(d) En déduire une autre fagon de déterminer le développement décimal de x© = g. Le

; 1 1
mettre en pratique pour 3 et %, que TEMArqUEz-VOUS ¢

(e) Justifier que le développement décimal de tout rationnel est illimité et périodique a
partir d’un certain rang.

Nous ne le ferons pas ici, mais on peut montrer que la Téciproque est vraie.
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2. EXERCICES CHAPITRE 2

Exercice 34. Montrer, en s’inspirant de ce qui a été fait pour les suites, que si une fonction
f admet une limite £ en xg alors cette limite est unique.

Exercice 35 (limites d’une fonction réelle). Soit la fonction f : R — R définie par f(z) =

Va2 4+ + 1. Caleuler les limites :
lim f(z), lim M, lim (f(z)+ ).
T—r—00 r——00 I T—r—00
Exercice 36 (limites d’une fonction réelle). En revenant a la définition, démontrer :
_ 1
lim (1 + 7) =2.
z—1 T

Exercice 37 (continuité des fonctions réelles). Etudier la continuité de la fonction f : R — R
définie par :

_)2r—zIn(|z|) siz #0
f(x)_{Osixzo

Exercice 38 (continuité des fonctions réelles). Montrer que la fonction indicatrice xq définie

sur R par
1sizeQ
Xo(z) =

0 sinon
est discontinue en tout point de R.
Indication : on pourra utiliser que Q et R\ Q sont denses dans R.

Exercice 39 (continuité des fonctions réelles*). Montrer que deux fonctions réelles continues
sur R qui coincident sur Q coincident en fait sur R tout entier.

Exercice 40 (continuité des fonctions réelles™). Soit f une fonction définie sur R et a valeurs
réelles telle que

VzeR, VyeR, f(z+y)=f(z)+ f(y)
(1) Montrer que f(0) = 0.
(2) Montrer que que pour tout p € N et tout x € R, f(px) = pf(x).
(8) Pour p € N* et pour r € Q, calculer f(p), f(1/p), f(r) en fonction de f(1).

(4) On suppose de plus que f est continue sur R. Montrer qu’il existe alors a € R tel que
VreR, f(x)=ax.

(5) En utilisant ce qui précéde, déterminer toutes les fonctions g : ]0,4+o00[— R, continues
sur 10, +oo| et telles que
Va €]0,+oo, Vy €]0,+o00[, g(zy) = g(z) + 9(y)
(on pourra considérer pour ce faire la fonction f définie sur R par f(z) = g(e®)).

Exercice 41 (continuité des fonctions réelles). Soit f : R — R une fonction continue sur R
et telle que
VzeR, f(2z) = f(x).
Montrer que [ est constante sur R.
Indication : on pourra commencer par montrer que pour tout entier n, et tout réel x,

f(@) = f(5%)-
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Exercice 42 (continuité des fonctions réelles).

(1) Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I, et soit xy € I. On suppose
que f est continue en xy et que f(xg) est strictement positif. Montrer qu’il existe un
intervalle ouvert J contenant xg tel que

Veelnd, f(z)>0.

(2) En déduire que si g et h sont deuz fonctions réelles sur I, continues en xg, telles que
g(xo) # h(zo), alors il existe un voisinage V' de o tel que

Ve eV, g(x)# h(z).

Exercice 43 (continuité). Donner lallure du graphe de la fonction f définie sur R* par
f(x) = cos (%) Peut-on prolonger f par continuité en 0 (justifier la réponse)

Exercice 44 (continuité des fonctions réelles, uniforme continuité*).

(1) Soit f(x) = \/x pour x € Ry. En utilisant la définition, démontrer la continuité de la
fonction f sur le segment I, = [0,a], a > 0. Indication : étudier la continuité de f au
voisinage de chaque point xy de I, (considérer les deuzx cas xo =0 et xg > 0).

(2) La fonction f est-elle uniformément continue sur le segment 1, ? Enoncer le résultat du
cours correspondant.

(8) La fonction f est-elle uniformément continue sur Ry ¢

(4) Donner un exemple d’une fonction g, continue sur Ry, uniformément continue sur tout
segment I,, a > 0, mais qui ne soit pas uniformément continue sur Ry tout entier.

Exercice 45 (théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)).

(1) Soit f une fonction continue sur R et a valeurs réelles. Montrer que silim,_,_ f(x) =
—00 etlim, 4o f(z) = +00, alors il existe au moins un point zo € R tel que f(xo) = 0.

(2) Soit P un polynome a coefficients réels de degré impair; le polynéme P admet-il au
moins une racine réelle ¢

Exercice 46 (théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)). Soient p et q deux réels strictement
positifs et f une fonction a valeurs réelles définie et continue sur un segment [a,b] de R. Le
but de cet exercice est de montrer de deux facons “différentes” qu’il existe au moins un point
c € [a,b] tel que

pfla)+qf(b)=(p+q) f(c).

(1) En considérant la fonction réelle g définie sur [a,b] par

Va e la,b], g(z) =pfla)+qfb) - (p+q) f(2),
montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que g(c) = 0.
(2) Sans perte de généralité on peut supposer que f(a) < f(b) (sinon remplacer f par —f).
Justifier que - f(a) + ;L f(b) € [f(a), f(b)] puis conclure.
(8) Pour la culture : démontrer que

p q
a, bl = {(1—t)a+tb, t 0,1 :{a+m p,q) € R, xR ap+q#0}
fa.bl = {(L =1 0.1} = { 2ot b, (o) €R. xR,
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Exercice 47 (théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)*). Soit f :[0,1] — R une fonction
continue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1) et soit p € N* un entier non nul fixré. On va montrer
qu’il existe au moins un point z, € [0,1 — Z%] tel que
1
f(:np + ;9) = f(zp).
(1) Traiter le cas p = 1.
(2) Pourp>2, onposeg :x€0,1— %] — f(:c+ %) — f(x).
(a) Pour p =2 calculer g(0) et g(3) puis conclure.

(b) Pourp >3, le calcul de g(0) et g(l—%) permet-il de conclure comme précédemment ?

p—1
k
(c) Pour p >3, calculer Zg(—) puis en déduire qu’il existe ki tel que g(%) >0 et ko
p
k=0

tel que g(%) < 0. Conclure.

Exercice 48 (théoreme des valeurs intermédiaires, extréma de fonctions continues™). Soit
f R = R une fonction continue sur R. Les quatre assertions suivantes sont-elles vraies ou
fausses ?
— (2) : limage par f d’un intervalle ouvert de R est encore un intervalle ouvert de R ;
— (i1) : Uimage par f d’un segment de R est encore un segment de R ;
(On appelle segment un intervalle fermé et borné.)
— (1) : limage par f d’un sous-ensemble borné de R est encore un sous-ensemble borné
de R;
— (iv) : limage réciproque par f d’un intervalle de R est encore un intervalle de R.
Justifier les réponses.

Exercice 49 (extréma de fonctions continues). Le but de cet exercice est de montrer qu’une
fonction f :[0,4+o0c0[— [0,400], continue sur [0,4o00] et tendant vers O lorsque z tend vers
Uinfini, est toujours bornée sur son intervalle de définition [0, +o00[ et atteint toujours sa borne
supérieure Supjg oo f -

(1) Faire un dessin.

(2) Si f est la fonction nulle, le résultat est évident. On suppose f non identiquement nulle,
en déduire qu’il existe a > 0 tel que f(a) > 0.

(3) Justifier qu’il existe A > 0 avec A > a tel que, pour tout x > A, f(x) < f(a).
(4) En déduire que f est bornée et que SUP[o 4o / = SUP[g,4] [ Puis conclure.

(5) Atteint-elle par contre toujours sa borne inférieure sur [0,4o00[ ¢ Si ce n’est pas le cas,
erhiber un contre-exemple.

Exercice 50 (extréma de fonctions continues). Montrer qu’une fonction f : R — R, continue
sur R et périodique (c’est-a-dire telle qu’il existe T > 0 avec f(z+T) = f(x) pour tout x € R),
est bornée sur R et atteint ses bornes.

Indication : on pourra commencer par considérer la restriction de f a lintervalle [0,T).

Exercice 51 (continuité, injectivité et monotonie). On considére la fonction g : R — R
définie par

g(w) =

rsizeQ
l—zsizé¢Q.
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(1) Montrer que g([0,1]) C [0,1].

(2) Montrer que g :[0,1] — [0,1] est une application bijective.

(3) Montrer que g n’est pas monotone sur [0,1] et que g n’est pas non plus continue sur
[0,1] (se référer aussi a l’exercice 38 ci-dessus).
Remarque : on a beaucoup plus, g n’est monotone sur aucun intervalle non vide et non
réduit a un point inclus dans [0,1] et n’est continue qu’en %

(4) Trouwver a l'aide de fonctions affines par morceaux un autre exemple de fonction bijective
de [0,1] sur [0,1] et qui ne soit ni monotone, ni continue sur [0, 1].

Exercice 52 (TVI, continuité, injectivité et monotonie*). Le but de cet exercice est de
démontrer qu’une fonction f continue et injective sur un intervalle I est nécéssairement
strictement monotone sur cet intervalle. On suppose donc f continue et injective sur I.

(1) Soient a < b deux éléments de I, justifier que l'on a f(a) < f(b) ou f(a) > f(b).
(2) On suppose que f(a) < f(b) et on va montrer que f est strictement croissante sur [a, b].

(a) Soit x €]a,b| et supposons que f(x) < f(a). Montrer, en appliquant le théoréme des
valeurs intermédiaires sur [z,b] qu’il existe d € [x,b] tel que f(d) = f(a) puis en
déduire une contradiction.

(b) Soit x €la,b[, montrer de méme que l'on ne peut pas avoir f(x) > f(b).

(c) Soient x et 2’ tels que a < x < x’ < b, on sait déja que f(x) et f(x') appartiennent
alf(a), f(b)[. Montrer que l’on ne peut pas avoir f(x') < f(x).

(8) Conclure sur la monotonie de f sur tout intervalle [a,b] inclus dans l'intervalle I. Pour
quel type d’intervalle I le travail est-il terminé ?

(4) I est un intervalle quelconque.

(a) Montrer que l’on ne peut pas avoir deux intervalles [a,b] et [c,d] inclus dans I tels
que f soit strictement croissante sur l'un et strictement décroissante sur [’autre.

(b) Traduire avec des quantificateurs la proposition “f est strictement croissante sur I
ou f est strictement décroissante sur I” puis en donner la négation.

(¢) Conclure sur la stricte monotonie de f sur I.

(5) Donner un exemple de fonction continue, injective et non strictement monotone sur
une union de deux intervalles.

Exercice 53 (continuité, injectivité et monotonie).
(1) Quel est le domaine de définition mazimal de la fonction
z— (In(z +1))%?
(2) La fonction f est-elle monotone sur ce domaine de définition maximal ?

(8) Montrer que le domaine de définition maximal de f contient [0,+oo[ et déterminer
f([0,+c[). On note h = fjoyoo[ la restriction de f a [0,+0c[. h réalise-t-elle une
bijection entre [0, +oo[ et f([0,4o00[) ? Si oui, déterminer I’application réciproque h='.

(4) Montrer que le domaine de définition mazimal de f contient aussi]—1,0] et déterminer

f(]=1,0]). On note g := fy_1q] la restriction de f a]—1,0]. g réalise-t-elle une bijection

entre ] —1,0] et f(] —1,0]) 2 Si oui, déterminer ’application réciproque g~ 1.
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Exercice 54 (continuité, injectivité, fonction réciproque).

(1) Existe-t-il une bijection continue entre [0,1] et R ¢ Indication : on pourra utiliser le
résultat de l’exercice 52.

(2) Soit la fonction f :[—1,4+00[— R définie par
-
Va2 42042

Déterminer f([—1, +o0[). Montre que f réalise une bijection entre [—1,4o00[ et f([—1,400])
et expliciter ensuite la fonction réciproque f= : f([~1,4o00]) — [~1,+o0o].

sz _17 f(.%'):

(8) Trouver le plus grand intervalle ouvert I de R contenant 0 sur lequel la fonction
gr :x €I tan(z?)

soit injective et réalise donc une bijection entre I et g(I). Donner alors le domaine de
définition de la fonction réciproque g;l et l’ensemble d’arrivée.

Exercice 55 (monotonie, stricte monotonie). Montrer que
t
Vtel—1,400[\{0}, —— <In(1+1¢) <t
141t
En déduire que les fonctions
1\z 1\z+1
x €] —o0,—1[— f(z) = (1 + E> ,  x €]0,+oo[— g(z) = <1 + ;)

sont strictement monotones sur leurs domaines de définition respectifs.

Exercice 56. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et xo € I. Montrer que
si f est dérivable en xq alors f est continue en xg.

Exercice 57 (dérivabilité en un point d’une fonction réelle). Prolonger par continuité en 0,
puis €tudier la dérivabilité en ce méme point, des fonctions suivantes :

fi rxeR* 2% cos(l/x), fo :x€R* s sin(z) sin(1/z).
Exercice 58 (nombre dérivé, fonction dérivée). Soit f : R — R la fonction définie par
2?2 sin(l/x) sixz#0
flay= {2 S
0 sixz=0.
(1) Montrer que f est continue sur R.

(2) Montrer que f est dérivable en 0.

(8) La fonction f’ est-elle continue en 0 ?

Exercice 59 (dérivabilité des fonctions réelles). Etudier la dérivabilité sur R des fonctions
susvantes :

(1) f(z) = |z,
(2) g(x) = xlx|,
(3) M) = |o(z = 2)].

Exercice 60 (Dérivée symétrique).
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(1) Montrer que si f est dérivable en a € I, avec I intervalle ouvert, alors on a lin%) flath)~fla=h) _
ﬁ

2h

f(a).
2) Graphiquement : représenter une droite qui a pour pente flath)—fla—h) et traduire le
phiq D qui a pour p o

résultat précédent.

(3) Le fait que }Lir% W existe est-il équivalent o f dérivable en a ?
_)

Exercice 61 (régles de calcul pour les fonctions dérivées). Calculer les dérivées des fonctions
suivantes sur les intervalles ouverts dans lequels elles sont définies (aprés avoir précisé ces
intervalles) :

(1) f(z) = n|tane/2)]
PR ——

Exercice 62 (régles pour le calcul pour les fonctions dérivées). Calculer les fonctions dérivées
des fonctions suivantes (chacune a lintérieur de son domaine de définition) :

filz) =1+ 22(sin(2))2  folz) = W
M) fa(z) = (a:(x . 2))1/3.

1 — sin(z)

fa(z) =In (

Exercice 63 (nombre dérivé, fonction dérivée). Soient a et b deux réels strictement positifs
tels que a +b=1. Le but de cet exercice est de démontrer que :

aln (i) +bln (Z) < In(2). (1)

Pour cela, on considére la fonction f:[0,1] — R définie par :
f@)=—zlnz—-—(1—-2)ln(l—2) s O0<z<l1
fO)=f1)=0

(1) Montrer que f est continue sur [0, 1], dérivable sur]0,1].
(2) Montrer que
Ve e [0,1], f(z)=f(1-2)
Quelle propriété du graphe de f peut-on en déduire ?
(3) Calculer la dérivée de f sur]0,1[ et préciser son signe.

(4) Exploiter les résultats précédents pour démontrer l'inégalité (1).

Exercice 64 (dérivabilité et uniforme continuité). Montrer qu’une fonction définie et dérivable
sur un intervalle I de R, et telle que la fonction dérivée f' soit bornée sur cet intervalle I,
est uniformément continue sur I.

Exercice 65 (fonction dérivée et Théoreme de Darboux).

(1) Donner un exemple de fonction réelle dérivable sur R dont la dérivée n’est pas continue
(penser a exercice 58).
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(2) Soit f une fonction réelle dérivable dans un intervalle ouvert I de R. On va montrer que
f! vérifie sur I le théoréme des valeurs intermédiaires, méme si elle n’est pas continue
(théoréme de Darbouz).

(a) Soient a < b deux éléments de I et on suppose que f'(a) < f'(b). Soit m €
1f/(a), f'(b)[ et on considére la fonction g définie sur [a,b] par g(x) = f(x) — mz.
Montrer que ¢'(a) <0 et ¢g'(b) > 0.

b) Montrer que infy, 5 g est atteint en un point de l'ouvert |a, b|.
[a.,b]

(c) En déduire que m = f'(c).

(d) Comment traiter le cas f'(a) > f'(b) ?

Exercice 66 (dérivabilité et taux d’accroissement™®).

(1) On considére une fonction f définie sur un intervalle I ouvert et a € I. On suppose que
f est dérivable en a (et uniquement en a). On considére deur suites de I, (ap)n et (bn)n
convergeant vers a et telles que de plus pour tout entier n, an, < a < b, et ap, # by.

Montrer que
1) = Slen) _ g

Indication : on pourra utiliser que f dérivable en a équivaut a l’existence d’une fonction
€ définie sur I et telle que

Veel, f(x)=f(a)+ f(a)(z —a)+ (z —a)e(x) avec lim e(z) = 0.

Tr—a

lim
n—-4o0o

(2) Soit la fonction h définie par

[ 2?sin(L)siz#0
h(x)_{ 0siz=0

On a vu dans Uezercice 58 que la fonction h est dérivable en 0 et que h'(0) = 0.

En prenant a = 0 et les suites (an)n>1 = (%)n>1 et (bp)n>1 = (ﬁ) oy montrer
> n>

que le résultat de la question (1) n’est plus vrai si on n’a pas a, < a < by,

Exercice 67 (théoreme de Rolle*). Soit f : R — R une fonction dérivable sur R, admettant
deux limites égales (finies ou infinies, mais €gales) en —oo et +00. Montrer que la fonction
f! s’annule sur R en au moins un point.

Indication : commencer par montrer qu’une fonction qui vérifie les hypothéses ci-dessus est
minorée ou majorée.

Exercice 68 (théoreme de Rolle et accroissements finis).
(1) Donner une version explicite du théoréme de Rolle sur les segments [1,2] puis [2, 3] pour
la fonction f :x € R (x —1)(xz — 2)(z — 3).
(2) Donner une wversion explicite du théoréme des accroissements finis pour la fonction
f 12 € R 22 sur le segment [—1,2].
Exercice 69 (théoreme de Rolle).

(1) Montrer que si une fonction réelle définie et dérivable sur R s’annule en k > 2 nombres
réels distincts, alors sa fonction dérivée s’annule en au moins k — 1 nombres réels
distincts.
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(2) En déduire que si P est une fonction polynomiale d’une variable a coefficients réels, de
degré n supérieur ou €gal a 2, et ayant n racines réelles distinctes, alors la fonction
polynomiale dérivée P' a n — 1 racines réelles distinctes. (On admet qu’une fonction
polynomiale de degré k a au plus k racines réelles, ce résultat sera vu en algébre.)

Exercice 70 (théoreme de Rolle). Soient n > 2 un entier et a,b deux nombres réels. Montrer
que le polynome X" +aX +b admet au plus trois racines réelles distinctes. On pourra utiliser
le (1) de lexercice 69.

Exercice 71 (accroissements finis). Soient I = [a,b] un intervalle et f : I — R une
fonction de classe C' sur I. On note M = sup; f'. Montrer que si f(b) — f(a) = M(b— a)
alors f est une fonction affine sur I (on pourra utiliser la fonction h définie sur I par h(x) =

M(z —a) = (f(z) = f(a))).

Exercice 72 (accroissements finis). Soient une fonction f continue sur un intervalle ouvert
I et xg € I. On suppose que f est dérivable sur I\ {xzo} et que f' admet des limites a gauche
et a droite en xqg qui sont €gales et valent £. En revenant a la défintion de la dérivabilité,
montrer que [ est dérivable en o et que f'(xg) = ¢.

Exercice 73 (accroissements finis). Soit f la fonction de [0,2] dans R définie par

{3_2“32 six €[0,1]

T@ =310 sz 1,2,

Montrer que f est dérivable sur]0,2[, a droite en 0 et a gauche en 2, et donner sur le segment
[0, 2] une version explicite du théoréme des accroissements finis.

Exercice 74 (accroissements finis*). Soit f une fonction a valeurs réelles définie et dérivable
sur ]0,1]. On suppose qu’il existe un réel strictement positif a tel que, pour tout x €]0,1],
[f'(z)] < a.
(1) Montrer, en utilisant le critére de Cauchy, que la suite (f(1/n))p>1 converge vers une
limite finie. On note £ cette limite.

2) Soit (x,)n>1 une suite d’éléments de |0,1] qui converge vers 0, montrer que la suite
( > q 9 q
(f(zn))n converge aussi vers £ (on pourra commencer par montrer que pour tout € > 0,
il existe ng tel que pour tout n > ng, |f(x,) — f(1/n)| <e).

(8) En déduire que l’on peut prolonger par continuité la fonction f en 0. Quel est le pro-
longement ¢

Exercice 75 (accroissements finis). Soit I =la,b| un intervalle ouvert borné non vide de R
et f I — R une fonction dérivable sur I.

(1) On suppose de plus que f est non bornée sur I. Montrer qu’alors f' est non bornée sur
I. Indication : on pourra montrer la contraposée.

(2) La réciproque est fausse. Trouver une fonction bornée sur un intervalle |a,b[, dérivable
sur cet intervalle et dont la dérivée n’est pas bornée (on pourra par exemple chercher
parmi des fonctions continues sur [a,b]...).

Exercice 76 (accroissements finis).

(1) En étudiant la fonction x — \/x, estimer inférieurement et supérieurement la différence

+/100.1 — 10.
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(2) En étudiant la fonction x +— exp(—x), estimer inférieurement et supérieurement la
différence 1 — exp(—0.024).

Exercice 77 (accroissements finis). Appliquer soit la formule ou l’inégalité des accroisse-
ments finis, soit ['une de ses variantes, pour démontrer les quatre inégalités suivantes :

(1) |sin(z) —sin(y)| < |z — y| pour x et y réels quelconques ;

(2) In(1+ z) <z pour tout x >0 ;

(3) €* > 1+ x pour tout x réel;

(4) /(1 + 2?) < arctan (z) < x pour tout x > 0.

Exercice 78 (accroissements finis). Soient x et y deux nombres réels tels que 0 < = < y.
Montrer que l'on a
y—x
< In(y) — In(x)
Exercice 79 (accroissements finis). Soit f :[—1,1] — R une fonction dérivable sur [—1,1],
telle que f(—1) = f(1) = 0. On note f'(—1) et f'(1) respectivement les dérivées a droite en
—1 et a gauche en 1. On pose

<.

f(z)

1— a2

(1) Montrer que la fonction g est prolongeable par continuité sur [—1,1]. On note g
[—1,1] — R le prolongement continu de g a [—1,1). Expliciter g(1) et g(—1) en fonction
des données de l’énoncé.

Vee]l—-1,1], g(z) =

(2) Montrer qu’il existe au moins un point ¢ €] — 1, 1] tel que

g(e) =~ (/) + F(-1)).

(8) La fonction

est-elle bornée sur | —1,1[ ¢
(4) Méme question pour f.
(5) Méme question pour g.
Exercice 80 (accroissements finis).

(1) Soita € R*.. En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction v € R —
1/, montrer que pour k € N, k > 2, on a l'inégalité

kalﬂ<clt<(k—11)a_k;1a>‘

(2) On considére la suite (u,)n>2 de terme général

n
1
UHZZW, ?7,22
k=2

Montrer que la suite (up)n>2 converge vers une limite finie.

(3) En appliquant maintenant le théoréme des accroissements finis a la fonction v € R —
In(x), montrer que pour tout k dans N*, on a linégalité In(k + 1) — In(k) < 1/k.
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(4) Soit (vn)n>0 la suite de terme général

n

vn:ZUk, n > 1.

k=1
Montrer que lim,,_, o v, = 400.

Exercice 81 (théoreme des valeurs intermédiaires (T'VI), inégalité des accroissements finis).

(1) Démontrer que la fonction cos admet au moins un point fixe sur l'intervalle [0, 5] et
que 'on peut méme se restreindre a l'intervalle [0, 1].
(2) Montrer que
V(z,y) € [0,1] x [0,1] |cos(z) — cos(y)| < sin(1)|z — yl.

(8) En reprenant 'exercice 29, montrer que la suite (x,,) définie par

Tro — 0
Vn € N, z,41 = cos(zy,)
converge vers £ € [0, 1] point fize de cos et que ce point fize est unique.

Exercice 82 (regle de 'Hospital). Soient I un intervalle et xg € I, f,g : I — R deux
fonctions continues sur I et dérivables sur I\ {zo}. On suppose que

— f(@o) = g(x0) =0,
— Vx € I/\ {zo} J'(x)#0.

— [@) _ leR
v=wo g'(x)
Le but de cet exercice est de montrer qu’alors lim M =/.
T—I0 g(,f[,’)

(1) Montrer que pour tout x € I\ {zo} on a g(x) # 0.

(2) Fizons a € I\ {xo} avec par exemple a < xy. En considérant la fonction h : I — R
définie par h(z) = g(a) f(x)—f(a)g(x), montrer qu’il existe ¢, €)a, x| tel que h'(c,) = 0.

(8) En déduire que lim f(a) = { puis le résultat annoncé.
a—xy g(a)
Avec la régle de I’Hospital calculer les limites suivantes :
. 1l—cosz . 1 x
lim ———— lim (7 — 7)
=0 2?2 z—1\In(z) =z-—1

Exercice 83 (théoreme de Rolle). Soit f une fonction a valeurs réelles définie et dérivable
sur [0,1]. On suppose que f(x) # 0 pour tout x €]0,1[ et que f(0) = f(1) =0.

(1) Montrer que f reste de signe constant sur |0, 1].

2) On suppose par exemple que pour tout x €]0,1[, f(x) > 0. Quel est le signe de 1@ ¢
(2) ppose p ple que p 1], g s

le signe de L2 pour z €]0,1[ ?

z—1

(3) En déduire que f'(0)f'(1) <0.

Exercice 84 (formules de Taylor-Lagrange).
(1) Montrer que Vx € Ry, x — 23/6 < sin(x) < x — 23/6 + 2°/120.
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(2) Montrer queVr € Ry, z —22/2<In(l+2z) <=z

(8) Montrer que Vx e Ry, 0 <e*—1—2 < %ex
Remarque : les formules de Taylor-Lagrange utilisées pour montrer les inégalités ne sont pas
toutes au méme ordre.
Exercice 85 (formules de Taylor).

(1) Soit n un entier strictement positif. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral au
voisinage de 0 a lordre 2n pour la fonction cos(x).

(2) En déduire que la suite de terme général u, = > p_o(—1)%/(2k)! a une limite quand n
tend vers linfini, et calculer cette limite.

Exercice 86 (développements limités (DL)). Calculer les développements limités en 0 a
lordre n des fonctions définies comme suit au voisinage de 0 :

(1) f(x) = cos(z?) + sin(x) avec n = 6.

(2) f(z) = cos(2z)v/1+ x avec n = 3.

(3) fz) = +z+2)/(1 -2 —22), avec n = 3.

(4) f(x) = (cos(z ))%, avec n = 12.

(5) f(z) =1 +2)19/((1 - 22)1(1 4 22)%), avec n =2.
=1In

(6) f
(7) f
(8) f
(9) f
(10) f(x) =

Exercice 87 (développements limités (DL)). Soit la fonction polynomiale f : x € R
22 4+ 3x + 1. Donner le développement limité de f a l'ordre 4 au point 0 ainsi qu’au point 2.

(1 + zsin(z)), avec n = 4.
= ¢%5(®)  quec n = 4.

+ sin(z))/?, avec n = 4.

8

8

A~~~ N I~ /N

8

R T s N R N N e

=
xz/(e* = 1), avec n = 2.
(1+

) , avecn =2 (on aura posé f(0) =e).

Exercice 88 (développements limités (DL) en un point autre que 0). Calculer les développements
limités en a a 'ordre n des fonctions définies comme suit au voisinage de a :

(1) f(x) =+/x avec a =2 et n = 3.
(2) f(x)=e€" aveca=—1 et n =5.
(3) f(x) =sin(z) aveca =7 etn = 2.
(4) f(x) =

Exercice 89 (développements limités (DL)). Montrer que la partie principale d’un développement
limité en 0 d’une fonction paire me contient que des termes de degré pair.

In (sin(x)) avec a = § et n = 2.

Exercice 90 (développements limités (DL)). Trouver les réels a et b tels que les DL en 0 de
2

1+ bx?

cosx et de soient égaur jusqu’au plus grand ordre possible.

Exercice 91 (développements limités (DL), tangente géométrique a un graphe). Soit la
fonction f : x> In(z? + 22 + 2).

(1) Calculer le développement limité de f a l'ordre 3 en 0.
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(2) Donner une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point (0,1n(2)).
Donner la position de la courbe par rapport a cette tangente et représenter sommaire-
ment le graphe de f au voisinage du point (0,1n(2)).

Exercice 92 (développements limités (DL), tangente géométrique a un graphe, extrait du
DM 2, 2011-2012).
(1) Etudier la parité de la fonction x — tan(z) sur ] — 7/2,7/2[. Que peut-on dire du DL
de x — tan(z) en 0 (voir lexercice 89 ci-dessus) ?

(2) Calculer le DL de x — tan(z) en 0 a l'ordre 5.

(8) On pose , ,
f(w) = z  tan(z)

pour x €] —7/2,0[U]0,7/2[. Montrer que f admet une limite en O que l’on calculera.

(4) D’aprés la question précédente, f est prolongeable par continuité en 0. Montrer que
la courbe représentative de f admet une tangente au point d’abscisse 0, et préciser la
position de la courbe par rapport a cette tangente.

Exercice 93 (intégration de développements limités). Montrer que :
2

. 3% cos(t) . odt
hm/x " dt = In(3), hm/x () = In(2).

z—0 rz—1

Exercice 94 (calculs de limites via les DL). Calculer les 2 limites de l’exercice 82 en utilisant
les développements limités.

Exercice 95 (développements limités (DL), tangente géométrique a un graphe, fonction
réciproque). On considére la fonction f sur R définie par : f(x) = (e —1)/x six # 0 et
f(0)=1.

(1) Démontrer que f est dérivable sur R, et calculer f'(x) pour tout x.

(2) Montrer que f est en fait deuz fois dérivable sur R, et donner f”(0).

(3) Ecrire la formule de Taylor-Young en 0 a Uordre 2 pour f. Préciser la position de la
courbe représentative de f par rapport a sa tangente en 0.

(4) Déterminer les variations de la fonction ¢ : x — xe® —e® + 1. En déduire que f est
strictement croissante sur R.

(5) Déterminer lintervalle image J de la fonction f, et montrer que la fonction réciproque
g :J = R de f est deux fois dérivable sur J.

Exercice 96 (calculs de limites via les DL). Calculer les limites suivantes :
. 1 1
b (73 o)) )
lim (© cos(z) — sin(:n))
xIn(1 + 22)
arctan(z) — x)

8=
L5
VS N N

sin(z) — x

et 4 ebx 1/z
I ) R
lim ((——) 7). abe
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Exercice 97 (calculs de limites via les développements asymptotiques). Calculer les limites
sutvantes :

Yz _ 1
lim e—cos(m) lim (w —2%1In(1 + 1/33)) lim 22 (el/‘” — 61/(ZE+1)>

T—+00 1 1 T—+00 r—+o00
- - 2
V T

Exercice 98 (asymptotes a un graphe et position). Donner le domaine de définition puis
rechercher les asymptotes au graphe de la fonction et préciser la position de la courbe par
rapport a l'asymptote pour :

(1) [ xm a7m
(2) g iz~ Vr2+ax+1.
(3) h :x—[(z%—2)(z+3)]"/5.
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3. EXERCICES CHAPITRE 3

Exercice 99 (sommes de Riemann).
(1) Soit x > 0. Calculer Zgzg_l ePr/™ en fonction de .
(2) Montrer que la limite suivante existe :

lim (% epx/").

n—-+o00

i
L

3
I
o

(3) En déduire que
V>0, / edt =e" —1.
0

Exercice 100 (sommes de Riemann). Déterminer les limites suivantes :

=k R =1 km
lim — lim — lim Z —sin(—) ;
n—+00 n n——+00 n n—+00 n n
. " 1 . "~ n . "1 ki
lim Z ; lim Z —_— lim Z —e n .
n—-+oo n-+k n—-+oo n2 + k2 n——+00 n
Exercice 101 (sommes de Riemann). Déterminer lim,_, 4 £ 3}, In (%)
. o/ (2n)! . .
Pour tout entier n > 0, on note A, = o exprimer In(A,,) comme une somme puis en
nln

déduire que lim,_, 1o A, = %.

Exercice 102 (monotonie de la prise d’intégrale de Riemann). Soit f une fonction continue
et positive sur l'intervalle [a,b].

(1) Montrer que s’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) > 0 alors ff f(z)dx > 0.
(2) Que peut-on dire sur f si f;f(m) dr =07

(3) Le résultat précédent reste t-il vrai si on enléve I’hypothése de continuité ou l’hypothése
de positivité ¢

Exercice 103 (monotonie de la prise d’intégrale de Riemann). On pose :

1
I—/ e dx, J—/ e dx, / ~a” sin(z) dz.
0 0

Montrer que :

(1) 0<I<1;

(2) 1 <J;

(9 K<3(1-1).
Indication : pour le (3) on pourra commencer par montrer que pour tout x € [0,1], 0 <
sin(z) < x.

Exercice 104 (monotonie de la prise d’intégrale de Riemann). Pour tout entier n € N*, on
pose

w/4 "
In:/o (tan(z))" dz.
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(1) Etudier le sens de variation de la suite (I,)n>1.

(2) Montrer que la suite (Iy)n>1 est minorée. Que peut-on en déduire ?

Exercice 105 (monotonie de la prise d’intégrale de Riemann). Pour tout entier n € N*, on

pose
=1
k=1
(1) Déterminer le sens de variation de la suite (Up)n>1-

(2) Montrer que
1 kL g 1
VEeN, — < ar L
(k+1)? —/k 22 =2
(8) Montrer
"d "d
Vn>2, / w1y | 2
1 X 1 X
(4) En déduire que la suite (uy)n>1 converge, lorsque n tend vers linfini, vers un nombre
L appartenant au segment [1,2].

Exercice 106 (théoreme fondamental de I'analyse). Soient une fonction f continue sur un
intervalle I et a € I. On définit F sur I par F(x) = [T f(t)dt. Le but de l'exercice est de
montrer que F est une primitive de f sur I.

(1) Soit z¢ € I, vérifier que

VoeI\{z) T TF@) o 1 [ G- s

T — X T =0 Jg,

(2) En utilisant la continuité de f en xg, montrer que

) — F(zo)

F
Ve >0, 30 >0, Ve e I\ {zo} (]a;—:c0]<(5:>‘ ( — flzo)| <e.

T — X0
(3) Conclure.

Exercice 107 (sommes de Riemann, théoréme fondamental de 'analyse). Soit f € C*([a,b],R).

On pose x = a + k(b_Ta) pour k =0,...,n. Déterminer
ti 220 S f) ()

Exercice 108 (théoreme fondamental de I'analyse). Soit f une fonction continue de [—1,1]
sinx

dans R. Démontrer que la fonction F' définie par F(z) = / f(t)dt est dérivable sur]—%, T

0
(ainsi qu’a droite en —% et a gauche en %) et calculer sa dérivée.

Exercice 109 (théoreme fondamental de 'analyse). Pour tout = > 0 on pose :
F(z) = /zlntdt.
1 1+
(1) Quel est le signe de F' sur R% 2
(2) Etudier la continuité et la dérivabilité de F sur R . Calculer F'(x).
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(8) Donner le DL de F au voisinage de x =1 a l’ordre 3.

Exercice 110 (changement de variables dans les intégrales).
Soit f : R — R une fonction continue périodique, de période T > 0. Montrer que la quantité

a+T
/ f(z)dx ne dépend pas de c.

Exercice 111 (intégration par parties, changement de variables dans les primitives*). Pour
tout entier n € N* et pour tout réel x positif, on pose :

Toodt
b = |, @

(1) En faisant une intégration par parties sur I, (x), déterminer une relation de récurrence
entre I,(x) et L11(x).

(2) Montrer que :
i} B arctan(x) 2(n—1)
VneN, I,(z)= (cos(t)) dt.
0

Exercice 112 (intégration par parties, changement de variables dans les calculs de primi-

tives).
/2 dax
/0 1+ cos(z)’

(1) Calculer
Indication : on rappelle que cos(2a) = 2cos?(a) — 1...
(2) Soit f une fonction continue sur un segment [a,b] (avec a < b) telle que
Va € la,b], fla+b—2x)=f(x).
Ezprimer fabxf(a?) dx en fonction de f; f(z)dz.
(3) En déduire la valeur de l’intégrale

/” rdr
o 1+sin(z)

Exercice 113 (changement de variables dans les calculs de primitives). Calculer les intégrales
suivantes (on pourra effectuer des changements de variables).

2 1 3
1 1

Dlz/ ﬂdw; D2:/ e” cos(e”) dx ; D3=/ ———g dv;

" 0 ¢ z(Inz)3

e? 1 2

1 Inx
Dy = ——dx ; Dy = V1—22dx; D :/ dz.
4 /e x(lnx +1) ° /0 6 12 1+ 22

(poser t =Inx dans Dy, D3 et Dy ; poser x = sinu dans Dy ; poser y = 1/x dans Dg).

Exercice 114 (changement de variables dans les calculs de primitives). Calculer les intégrales
sutvantes.

/2 w/2 /2
I :/ sin? z cos x dx S ) :/ sin? z cos? z dx S :/ sin® z cos® z dx.
0 0 0

Pour le calcul de Iy, on posera t = sinx. Deviner la suite. Que peut-on dire en général ¢
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Exercice 115 (intégration par parties, changement de variables dans les calculs de primi-
tives). Calculer les intégrales suivantes :

1 2 /2

t 1

Klz/ w(im; K2:/ 1+ — Jarctanz dz ; ng/ rsinzdr ;
0 1+ 1/2 X 0

1 ) 1 1 V3 22
Ky = arccosz)“dr ; Kyz= ———dzx ; Kg = ——dx
4 /1( ) 5 \/[) (].+£U2)2 6 /0 ,74_(1;2

Indications : pour Ky on pourra commencer par montrer que pour tout x > 0 arctan(x) +
arctan(1/x) = § puis faire le changement de variable t = 1/x, pour Ky commencer par faire

dx.

le changement de variable x = cost, pour Ky intégrer par parties fol 1+1$2

Exercice 116 (intégration par parties). Calculer les intégrales suivantes (on pourra intégrer
par parties).

1 1
C1 —/ (x—1)e *dx ; Co —/ arctan z dz ;
0 0

1 2
C3—/ (z% 4+ 1) cosz d ; C’4—/ (322 + 2 + 1) Ina da.
0 1

Exercice 117 (intégration par parties, continuité uniforme*).

(1) Pour f € C'([a,b],R), démontrer que lim,, o fab f(t)sin(nt) dt = 0.

(2) Démontrer le méme résultat pour une fonction f en escalier sur [a,b).

(8) Démontrer le méme résultat pour une fonction f continue sur [a,b].
Exercice 118 (intégration de polynomes trigonométriques par linéarisation).

Soit n € N*, on rappelle que pour exprimer cos™(x) (resp. sin™(z)) en fonction de cos(kx)
ou sin(kx) avec 1 < k < n, on utilise les formules d’Euler puis on développe a l'aide de la
formule du binéme (voir le cours de BMS, chapitre 4) et on regroupe les termes etk ot e~k

pour faire apparaitre cos(kx) ou sin(kx).
Calculer par linéarisation la valeur des intégrales

w/2 w/2
J1 :/ sinfzdr et Jo :/ cos® rsint z dx.
0 0

Exercice 119 (changement de variables dans les intégrales, intégrales de fractions ration-
nelles). Calculer les intégrales suivantes :

1 3 dx
I:/ V1 —x2dz, J:/

1/2:1:2—x+1

t -1 d
K= / an(z dx, L= / @ dx,
1+ tan 1+ tan(z) 0 €e*+2e®
u :/ x dz, N - / 6 tanx + tand z dz,
9 w2 —4x -5 (tanz +2)2

Exercice 120 (premiere formule de la moyenne). Soit f une fonction continue sur le segment
I =[a,b] avec a < b. On considére une fonction g positive et Riemann-intégrable sur I, telle



27

que f;g(:ﬂ) dx > 0. Montrer qu’il existe ¢ € I tel que

[ 1wt = 5 [ gy

Indication : commencer par justifier qu’il existe m et M tels que f([a,b]) = [m, M] puis
encadrer fg sur [a,b).

w/2
Exercice 121 (formule de Wallis*). Pour tout entier n, on pose I,, = / sin"(z) dx.
0

(1) Calculer Iy et I.

(2) En intégrant par parties, établir une formule de récurrence entre I o et I,.

(8) Exprimer Ia, en fonction de Iy et Iz,11 en fonction de I.

(4) Montrer que pour tout entier n, I,41 < I, < ”THInH. En déduire que la suite (%)n
converge et déterminer sa limite.

(5) En utilisant les deux questions précédentes, donner une expression de ™ comme une
limite de quotients de produits d’entiers.

) 22n(n!)2
(6) Montrer que \/T = ngrfoo T @n)
(7) Quelles est la probabilité d’obtenir autant de pile que de face lors de 2n lancers d’une
piece supposée équilibrée 2 En donner une valeur approchée pour n = 100.
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4. PROBLEME DE SYNTHESE*

Le but de ce probleme est de montrer l'irrationnalité de .
Pour (a,b,n) € (N*)3, on note P, la fonction polynomiale définie sur R par
2" (bx — a)”
Pl ===
et In(a,b) = [ Pu(t)sin(t) dt.
la) Justifier, en utilisant une formule de Taylor, que pour toute fonction polynomiale P de
degré inférieur ou égal a NV,
N
P®™(0) 4
Vz € R, P(a:):ZTa: .

k=0

1b) En déduire que pour tout entier k, quk)(O), les dérivées successives de P, en 0, sont
dans Z '’ensemble des entiers relatifs.

1c) Montrer de méme que pour tout k de N, Pygk)(%) est dans Z.

2) Montrer qu’il existe un réel strictement positif M, tel que supy - [z(a — bz)| < M puis

que
n

M
VneN sup|P| < —-.
[0,7] n.
3a) On note pour tout entier n, u, = % Montrer qu’a partir d’'un certain rang la suite
(un)n est décroissante puis qu’elle converge vers 0.
3b) En déduire que lim I,(a,b) =0.
n—-+00

Nous allons maintenant montrer par I’absurde que 7 est irrationnel.
4) Soient f et g deux fonctions C* sur [0, 7], démontrer, pour tout N de N*, la formule
d’intégration par parties généralisée :

™ N - ™
/0 FOg M (@ydt = (=1)" [f(’“‘”(t)g(N"“)(t)h+(—1)N/0 FN (#)g(t) dt.

k=1

5a) On suppose que m = ¢ avec (a,b) € (N*)2, montrer que pour tout n de N*, I,,(a, b) est
dans Z.
5b) Conclure que 7 est irrationnel.



