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Résumé

Soit R un anneau de valuation discréte, de corps de fractions K et de
corps résiduel k£ de caractéristique p > 0.
Etant donné un K-schéma en groupes fini plat et commutatif G et une
K-courbe lisse et projective C munie d’un point rationnel, on étudie dans
cette thése le prolongement des G-torseurs fppf pointés sur C' en torseurs
pointés sur un R-modéle régulier de la courbe sur R.
Comme on sait que le probléme n’a pas toujours de solution dans la ca-
tégorie des torseurs fppf, on cherche une solution dans une catégorie plus
large, a savoir celle des torseurs logarithmiques. On montre en particulier
que le prolongement d’un G-torseur fppf en un torseur log plat se raméne
a trouver un R-modéle fini et plat de G, pour lequel un certain morphisme
de schémas en groupes dans la Jacobienne J de la courbe se prolonge sur
le modéle de Néron de cette derniére.
En supposant cette condition satisfaite, on retrouve un critére déja bien
connu de la littérature pour qu’un prolongement fppf existe.

Dans un second temps, en généralisant un résultat de Chiodo, on donne
un critére pour que le sous-groupe de r-torsion du modéle de Néron de la
Jacobienne soit fini et plat sur R. En particulier, cela fournit des exemples
intéressants de schémas en groupes commutatifs pour lesquels le critére
de notre théoréme principal s’applique.

Enfin, la derniére partie de cette thése est consacrée a I’étude d’exemples

de prolongements de torseurs. On se donne une courbe hyperelliptique sur
Q, dépendant d’un nombre premier p, et dont la Jacobienne contient un
sous-groupe isomorphe & (Z/pZ)?. Cette derniére propriété implique la
donnée d'un ,uf,—torseur sur la courbe.
On construira pour commencer un modéle régulier de la courbe au-dessus
de Z;, pour un certain nombre premier [. Ensuite, on se demandera si
le torseur précédent se prolonge sur ce modéle. Pour différentes valeurs
de [, on traitera différents exemples qui donneront dans certains cas un
prolongement fppf du torseur initial et dans d’autres, un prolongement
logarithmique ne provenant pas d’un torseur fppf.






Abstract

Let R be a discrete valuation ring, with field of fractions K and residue
field k of characteristic p > 0.
Given a finite flat and commutative group scheme G over K and a smooth
projective curve C' over K with a rational point, we study in this thesis
the extension of pointed fppf G-torsors over C' to pointed torsors over a
regular model of C over R.
We already know that an fppf extension of the torsor doesn’t always exist.
Therefore, we look for a solution in a larger category, namely the category
of logarithmic torsors. We prove that extending a G-torsor into a log flat
torsor amounts to finding a finite flat model of G over R, for which a
certain group scheme morphism to the Jacobian J of the curve extends
to the Néron model of J.
Assuming that this condition is satisfied, we shall see that we get to an
already well-known criterion in the literature for the torsor to admit an
fppf extension.

In a second step, by generalizing a result by Chiodo, we give a crite-
rion for the r-torsion subgroup of the Néron model of J to be a finite flat
group scheme, and this yields interesting examples of commutative group
schemes satisfying the criterium of our main theorem.

Finally, the last part of this thesis is devoted to the study of some

examples of extension of torsors. Let’s give an hyperelliptic curve over
Q depending on some prime number p and whose Jacobian contains a
subgroup isomorphic to (Z/pZ)?. This last property implies the data of a
uf,—torsor over the curve.
To begin with, we construct a regular model of the curve above Z;, for
some prime number [. Then, we will see if the previous torsor extends
over this model. For various values of [, we will see two different cases,
where in the first one the initial torsor extends into an fppf torsor over
the regular model constructed, while in the second one, the torsor admits
a logarithmic extension but not an fppf one.
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1 1introduction.

Soit R un anneau de valuation discréte, K := Frac(R) son corps de fractions
et k son corps résiduel de caractéristique p > 0. Soit f : X — Spec(R) un
morphisme fidélement plat et de type fini, et soit fx : X — Spec(K) sa fibre
générique, avec X := X Xgpec(r) Spec(K). Soit G un K-schéma en groupes fini
et plat.

On rappelle qu'un G-torseur fppf Y au-dessus de X est la donnée d’un
morphisme de schémas Y — X, et d’une action de groupe de G sur Y, qui est
localement triviale par rapport a la topologie fppf. En d’autres termes, il existe
une famille couvrante (X; — X) (pour la topologie fppf) telle que Y x x X; — X;
est le torseur trivial G x X; — X, ot G agit par multiplication sur le premier
facteur.

Maintenant, en prenant Y — X comme famille couvrante, dire que Y est un G-
torseur au dessus de X est équivalent, par décente fidélement plate, a la donnée
d’un isomorphisme

GxY~YxxY (g.y)~ (y,9.y)

ou g.y désigne 'action de G sur Y.

Le probléme de prolongement du G-torseur Y — X consiste & trouver :

1. Un R-schéma en groupes fini et plat G, dont la fibre générique est iso-
morphe a G.

2. Un G-torseur fppf YV — X, de fibre générique isomorphe & Y — X en tant
que G-torseur.

La réponse a la seule question (1) est négative en général '. Pour contourner
cette difficulté, on peut se contenter d’un schéma en groupes G quasi-fini et plat.
Mais méme de cette maniére, la réponse a la question (2) est en général négative.

Ce probléme a été étudié, dans différents contextes, par Grothendieck, Da-
jano Tossici [34] et Marco Antei [(], entre autres. Par exemple, si G est un
schéma en groupes constant d’ordre premier a p, et si X — Spec(R) lisse a
fibres géométriquement connexes, alors le probléme admet une solution ; cf. [4,
Exposé X, §3.1 et §3.6].

Une stratégie naturelle consiste a chercher d’abord un modéle de G qui est
fini et plat sur R (s'il existe), et ensuite, s’intéresser a la question du prolonge-
ment du torseur Y — X. Par exemple, cela a été fait par Tossici dans le cas ot p
divise 'ordre de G [34]. Il a étudié le prolongement des torseurs sous des schémas
en groupes finis et plats au-dessus de schémas locaux, avec certaines hypothéses

1. voir la section 6.2 pour un exemple.
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supplémentaires. De plus, il a aussi étudié, en utilisant -ce qu’il nomme modéles
effectifs, le prolongement des Z/pZ-torseurs et Z/p?Z-torseurs dans le cas oi Y
est normal.

Antei et Emsalem ont étudié le probléme de maniére différente dans [3].
Comme un R-modéle fini et plat de G n’existe pas toujours, ils ont choisi de
travailler avec un modéle de G plus général, a savoir, un modéle plat mais seule-
ment quasi-fini, et ensuite, prolonger le torseur non pas au-dessus de &X', mais
au-dessus d’un certain schéma X’, obtenu en modifiant la fibre spéciale de X.
En autorisant de tels modéles de G, ils ont résolu le probléme du prolongement
de n’importe quel G-torseur & modification prés de X, sans aucune hypothése
sur le corps résiduel. Lorsque X est une courbe relative, i.e. les fibres sont de
dimension 1, cette modification est obtenue en opérant un nombre fini d’éclate-
ments sur X le long des sous-schémas fermés de sa fibre spéciale.

Supposons maintenant que G est commutatif et qu’il admet un modéle
fini et plat G — Spec(R). Il est déja établi dans la littérature lexistence
d’une correspondance bijective entre les G-torseurs (pointés) sur X et 'ensemble
Hom(GP, Picy /r) des morphismes de foncteurs de groupes, ot GP est le dual
de Cartier de G et Picy g est le foncteur de Picard relatif de X — Spec(R). Par
conséquent, le prolongement des torseurs se raméne au prolongement de certains
schémas en groupes et de morphismes entre eux. Dans [(], Antei a tiré profit
de cette remarque dans pour étudier le prolongement des torseurs. En particu-
lier, sous I'hypothese forte ou Picy /g est représentable par un schéma abélien
sur R, il a démontré que les G-torseurs se prolongent toujours [0, Theorem 3.10].

Theése.

Les résultats de cette thése consistent en trois parties :
— Partie I : Prolongement des torseurs.
— Partie II : Critére de finitude pour J[p].
— Partie ITI : Exemples de prolongements de torseurs définis sur une courbe
hyperelliptique.

Le résultat de finitude de la partie II est indépendant de la partie I. La partie
IIT utilise la partie I.

Partie I : Prolongement des torseurs.

Dans ce travail de thése, nous avons utilisé la méme stratégie que celle d’An-
tei évoquée précédemment. Plus précisément, on se donne une K-courbe C mu-
nie d’un point rationnel Qq, et un G-torseur fppf pointé (relativement a Qo)
sur C. Alors qu’Antei traite essentiellement le cas ot X est lisse, on prend ici
pour X un R-modéle régulier C de C. Notons pour commencer que l'existence
d’un prolongement fppf d’'un G-torseur donné est, en général, fort exigeant. Par
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exemple, dans le cas ot le modéle fini et plat G est de plus étale, le prolongement
de notre G-torseur initial - s’il existe - serait aussi étale. Mais cette condition est
trés forte, et afin de ’alléger, nous travaillerons dans une catégorie de torseurs
plus large, a savoir la catégorie des torseurs logarithmiques. Plus précisément,
on munit C de la structure logarithmique induite par sa fibre spéciale Ci, vue
comme un diviseur. Dans le cas ou G est étale, les torseurs logarithmiques sur
C sont modérément ramifiés en codimension 1.

Comme rappelé précédemment, étudier le prolongement des G-torseurs sur
C se raméne a I'étude du prolongement de morphismes de groupes GP —
PicOC/K = J, ot J est la Jacobienne de C' (Lemme 6.1.0.1). On souhaite alors
trouver une correspondance bijective similaire & la précédente pour les G-torseurs
logarithmiques sur C. Si I’on suppose que le K-morphisme GP — J correspon-
dant & notre torseur se prolonge en un R-homomorphisme de schémas en groupes
G - g , o J est le modeéle de Néron de J (la séparabilité de ce dernier assure
que si ce prolongement de morphismes existe, alors il est unique), on obtient
alors le résultat central de cette thése :

Théoréme 6.1.0.1

Soit C' une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur K, avec un
point K-rationnel, et soit C un modéle régulier de C sur R. Soit G un schéma en
groupes fini plat et commutatif sur K, et Y — C un G-torseur fppf pointé. Sup-
posons que le K-homomorphisme GP — J correspondant au torseur (Lemme
6.1.0.1) se prolonge en un R-homomorphisme GP — 7, pour un certain R-
modéle fini et plat G de G. Alors, le torseur Y — C' se prolonge en un G-torseur
logarithmique pointé sur C.

Le prolongement précédent se construit en utilisant le prolongement du fibré
de Poincaré Pk, défini sur C' x J et vu comme une extension fppf de Jo par
Gm,c, en une extension logarithmique Plod de Je par Gm,c. De surcroit, si on
restreint cette derniére a 77, on obtient ainsi une extension fppf. Par consé-
quent, si le R-morphisme GP” — J se factorise par J°, la composante identité
de J (voir le début de la section 4.3), alors on peut montrer qu’en ce cas, le pro-
longement logarithmique du torseur initial, construit dans le Théoréme 6.1.0.1,
provient d’un torseur fppf. En réalité, on ne fait que retrouver le résultat bien
connu de la littérature déja mentionné précédemment, & savoir, la correspon-
dance bijective entre les torseurs fppf et certains morphismes de groupes. En
effet, comme C est une courbe relative et que G est fini, un homomorphisme
GP — Pice /r se factorise par Pic(oj /r- De plus, comme C admet une section,

alors Picg,p ~ J°. On résume ici :

Théoréme 6.1.0.2

Soit Y — C un G-torseur fppf pointé. Supposons que le K-homomorphisme
GP — J correspondant (Lemme 6.1.0.1) se prolonge en un R-homomorphisme
GP — J, ot G est un R-modeéle fini et plat de G. Alors, le torseur Y — C se
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prolonge de maniére unique en un G-torseur fppf pointé sur C si et seulement si
le morphisme GP — J se factorise par GP — J°.

Partie II : Critére de finitude pour J[p|.

Dans cette partie, on généralise un résultat de Chiodo |11, §7; Propositions
7.4.1 and 7.5.1], qui fournit un critére pour l'existence d’'un R-modéle fini et
étale de J[r|, avec r et p premiers entre eux. En fait, son résultat est un critére
de finitude pour J[r], car comme 7 et p sont premiers entre eux, J[r| est étale,
et ainsi, c’est le candidat naturel pour étre le modele de Néron de J[r].

Si p divise r, J[r] n’a plus aucune raison d’étre étale. Cependant, nous mon-
trons que le critére de finitude de J[r] reste vrai.

Ainsi, le critére de Chiodo, lorsqu’il est vérifié, fournit une classe intéressante
de schémas en groupes admettant un R-modéle fini et plat et dont le dual est
un sous-groupe de J. En utilisant les résultats de la partie I, on trouve :

Corollaire 6.2.0.2

Soit C une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur K, de genre
g > 2 et avec un point rationnel. Soit C le modéle minimal régulier de C' sur
R. Soit G un K-schéma en groupes fini plat et tué par r, et soit Y — C un G-
torseur fppf pointé tel que Y est géométriquement connexe. Si C est semi-stable
et si le critere de Chiodo est satisfait (pour C' et r, Proposition 6.2.0.1), alors G
a un R-modéle fini et plat G, pour lequel Y — C' se prolonge de maniére unique
en un G-torseur logarithmique pointé sur C.

Partie III : Exemples de prolongements de torseurs définis sur une
courbe hyperelliptique.

Cette derniére partie est consacrée a I’étude d’exemples de prolongements de
torseurs. On se donne une courbe hyperelliptique sur Q, dépendant d’un nombre
premier p, et dont la Jacobienne contient un sous-groupe isomorphe & (Z/pZ)?.
Cela donne alors un ,uf,—torseur sur la courbe par le Lemme 6.1.0.1.

On construira pour commencer un modéle régulier de la courbe au-dessus
de Z;, pour un certain nombre premier [. Ensuite, on se demandera si le torseur
précédent se prolonge sur ce modeéle. Pour différentes valeurs de [, on traitera
différents exemples qui donneront dans certains cas un prolongement fppf du
torseur initial et dans d’autres, un prolongement logarithmique ne provenant
pas d’un torseur fppf.

Organisation du manuscrit de thése.

Ce manuscrit de thése contient six chapitres. Dans le premier (section 2),
nous exposons quelques outils de base de la géométrie logarithmique, qui nous
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permettront par la suite d’introduire et de manipuler les torseurs log plats. Dans
le second chapitre (section 3), nous faisons des rappels sur les éclatements des
surfaces fibrées. Cette partie aboutira & la preuve de I'existence d’'un R-modéle
régulier d’une courbe lisse et projective sur K. Dans le troisiéme chapitre (sec-
tion 4), nous parlons du foncteur de Picard relatif, de Pexistence du R-modéle
de Néron de la Jacobienne d’une courbe et enfin, du lien entre les deux.

Dans le chapitre suivant (section 5), nous rappelons le lien entre les extensions
de groupes et les fibrés en droites rigidifiés. Grace a cette interprétation, on
pourra prolonger les extensions. En particulier, on prolongera le fibré de Poin-
caré, défini sur C' x J, en une extension de J¢ par G,,¢. Nous énoncons les
résultats de larticle dans le chapitre 6 et enfin, nous terminons ce manuscrit
par quelques perspectives en vue, sur les questions ouvertes qui se sont présen-
tées lors de notre recherche et que nous envisageons étudier par la suite.

Dans tout ce manuscrit, tous les schémas et les log schémas sont supposés
localement noethériens.
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2 Un peu de géométrie logarithmique.

Dans ce chapitre, on introduit quelques outils de base pour I’étude de la géo-
métrie logarithmique. Plus précisément, dans le cadre de cette thése, la structure
logarithmique d’un log schéma sera induite par un diviseur défini sur le schéma
en question.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. La donnée d’une structure
logarithmique sur un schéma X implique la donnée d’un faisceau de monoides
sur le site étale de X. Par conséquent, on commencera par une premiére sec-
tion ott 'on rappellera quelques propriétés de la catégorie des monoides, comme
I’existence des limites projectives, limites inductives etc. Ensuite, on abordera
dans la section suivante les structures logarithmiques. On y verra notamment
pourquoi le choix de la catégorie des log schémas fins et saturés est important
pour I'étude des torseurs log plats. Enfin, on terminera ce chapitre en compa-
rant les cohomologies fppf et Kummer log plate, ce qui permettra en particulier
I’étude de I'obstruction a ce qu’un torseur log plat provienne d’un torseur fppf
classique. Nous finirons par quelques exemples de torseurs log plats.

Ce chapitre s’inspire de [28] pour les deux premiéres sections et de [16] pour
les deux suivantes.

2.1 Quelques prérequis sur les monoides.

Un monoide est un triplet (M, *, epr) ot M est un ensemble, x une loi asso-
ciative sur M et eps I’élément unité. Un morphisme de monoides 6 : (M, *,epr) —
(N,.,en) est une fonction M — N telle que O(ep) = eny et O(m xm) =
6(m).0(m’) pour toute paire (m,m’) € M?. Le monoide est dit commutatif
si, de plus, la loi x est commutative. Nous ne considérons que les monoides com-
mutatifs ici.

Pour gagner de 'espace, on écrira le plus souvent M au lieu de (M, x,eps) ; et
plus simplement, on désignera par + la loi = et donc par 0 ’élément unité ey,.
Notons par Mon la catégorie des monoides commutatifs.

Exemple 2.1.0.1. Etant donné un schéma X, son faisceau structural Ox est
un faisceau de monoides pour la multiplication.

L’intersection d’un ensemble de sous-monoides de M est un sous-monoide
de M. Ainsi, si S est un sous-ensemble de M, 'intersection de tous les sous-
monoides de M contenant S est le plus petit sous-monoide de M contenant S :
c’est le sous-monoide de M engendré par S, noté < S >. S’il existe un sous-
ensemble fini S de M qui engendre M, on dit que M est un monoide finiment
engendré.

Les limites inductives existent dans la catégorie des monoides et com-
mutent avec le foncteur d’oubli dans la catégorie des ensembles. Leur existence
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provient de I'existence des sommes directes et des coégaliseurs.

Les sommes directes sont faciles a construire : la somme directe @;.; M;
d’une famille de monoides {M;,i € I'} est le sous-monoide du produit de mo-
noides [[,.; M; dont les éléments sont de la forme (m;);cr avec m; = 0 pour
presque tous les .

La construction des coégaliseurs est plus délicate. Si 8 : P — M est un
homomorphisme de monoides, alors ’ensemble E des paires (p1,p2) € P X P
telles que O(p1) = O(p2) est une relation d’équivalence sur P, et aussi un sous-
monoide de P x P. Si 0 est surjectif, M est le quotient de P par la relation
d’équivalence E. Un sous-monoide E de P x P qui définit en plus une relation
d’équivalence sur P est appelé une congruence. Nous vérifions aisément que si
est une congruence sur P, alors 'ensemble P/E des classes d’équivalence a une
structure unique de monoide, faisant de la projection canonique P — P/FE un
morphisme de monoides. L’intersection d’une famille de congruences sur P est
aussi une congruence sur P. On peut alors parler de la congruence engendrée
par un sous-ensemble quelconque de P x P.

Si u et v sont des morphismes de monoides () — P, on peut construire leur
coégaliseur comme le quotient de P par la congruence engendrée par les couples

(u(q),v(q)) pour q € Q.

On rappelle que la somme amalgamée d’une paire de morphismes de mo-
noides u; : P — @Q;, notée Q1 P p Q2, est la limite inductive du diagramme
Qs <2 P % Q. Autrement dit, c’est une paire (v1,v2) qui fait commuter
universellement le diagramme :

}DL>Q1

Qs — Q1 Dp Q2

On peut aussi le voir comme le coégaliseur des deux fleches (uq,0); (0, uz) :

P— QP Q-.

Les limites projectives existent aussi dans la catégorie des monoides et
commutent avec le foncteur d’oubli dans la catégorie des ensembles. L’intersec-
tion de monoides évoquée précédemment en est un cas particulier. La limite
projective étant la notion duale de la limite inductive, son existence se déduit
de l'existence du produit et de I’égaliseur dans cette catégorie.

Si M est un monoide (commutatif), il existe un morphisme universel (de
monoides) Ay de M dans un groupe M9, autrement dit, M9 est un groupe
commutatif et tout morphisme de M dans un autre groupe se factorise d’une
seule maniére par Ay. Ay est le foncteur adjoint & gauche du foncteur d’oubli
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de la catégorie des groupes dans celle des monoides.

Remarquons que le morphisme A\p; : M — MYP n’est pas injectif en géné-
ral. Par exemple, si M,, := {0,1,...,n}, on définit une opération sur M, par
a+b = min{a + b,n}. Alors dans ce cas, MJ? = {0}. En effet, pour tout
a,bym € M, si a+m = b+ m dans M,, alors les images de a et b coincident
dans MZP. En particulier, comme a+n = b+n pour tout a,b € M, alors I'image
de M, par Ay dans MJIP est le groupe trivial. Par la propriété universelle de
M2P il s'en suit que MZP = {0}. En particulier Ay; n’est pas injectif.

On dira que M est un monoide intégre si a+m = b+m implique a = b pour
tout a,b,m € M. Un monoide M est intégre si et seulement si le morphisme
universel A\ps : M — M9P est injectif.

Etant donné un monoide M, nous noterons M I'image de M par le mor-
phisme Ay : M — M97. Si Mon™ désigne la catégorie des monoides intégres,
alors le foncteur M — Mt est ’adjoint & gauche du foncteur d’oubli de la
catégorie Mon'™ dans Mon. De plus, nous avons le résultat suivant dont une
preuve se trouve dans [28, Chapitre 1; Proposition 1.2.2] :

Proposition 2.1.0.1. Soit Q1 @ p Q2 la somme amalgamée de deux morphismes
de monoides u; : P — @Q; dans la catégorie Mon. Alors (Q1 @ p Q2)™" est la
somme amalgamée des deux morphismes ui™ : P — Q™' dans la catégorie
Mon®™.

Un monoide M est dit cohérent s’il est finiment engendré. Il est dit fin s’il
est cohérent et intégre. Il est dit saturé s’il est intégre et si Vo € M9P tel que
mx € M pour m € N\{0}, alors € M. Par exemple, pour un entier naturel d,
le sous-monoide de N

M :={m e N;m >d}uU{0}
n’est pas saturé dés lors que d > 1.

Nous noterons M*% ’ensemble des points & de M9 tel que pour chaque
x € M3 il existe n € Z* avec nz € M. C’est un sous-monoide saturé de
M9P_ 11 est alors évident que M est saturé si et seulement si M = M. Si
Mon®** désigne la catégorie des monoides saturés, alors le foncteur M s M5t
est I’adjoint & gauche du foncteur d’oubli de la catégorie Mon®** dans Mon.

Enfin, nous noterons M* I’ensemble contenant les éléments m € M tels qu’il
existe n € M vérifiant m +n = 0. M™* est un sous-monoide de M et c’est le
plus grand sous-groupe contenu dans M : on 'appelle le groupe des unités de
M. On note M := M/M*.

19



2.2 Structures logarithmiques et cartes.
2.2.1 Structures logarithmiques.

Fixons un schéma (X,Ox). Soit Monx la catégorie des faisceaux de mo-
noides sur X¢, le site étale de X.

Définition 2.2.1.1. Une structure prélogarithmique (ou prélog structure) sur
un schéma X = (X,0x) est la donnée d’un homomorphisme de faisceauz de
monoides commutatifs o : (M, +,0) — (Ox,.,1) (que nous noterons o : M —
Ox pour simplifier) sur X;. Une structure logarithmique (ou log structure)
sur X est une structure prélogarithmique telle que la fleche induite a1 (O%) —

% est un isomorphisme. Un morphisme de structures prélogarithmiques ou
logarithmiques sur X est un diagramme commutatif :

M*Q>OX

L, ]

N%OX

La catégorie des structures logarithmiques sur X a un élément initial, appelé
la structure logarithmique triviale : Uinclusion O% — Ox. Elle a aussi un élé-
ment final : la fleche identité Ox — Ox.

Un schéma logarithmique, ou plus simplement un log schéma, est un
schéma X, doté d’une structure logarithmique ax : Mx — Ox sur son site
ctale Xg.

Notation 2.2.1.1. Dans la suite de ce chapitre, si X est un log schéma, on
désignera par X le schéma sous-jacent au log schéma X .

Un morphisme de log schémas est la donnée d’'un morphisme f : X — Y
entre les schémas sous-jacents, et d’un morphisme My — f.(Mx) tels que le
diagramme suivant soit commutatif.

My — f.(Mx)

Jay Jf*(OfX)

Oy — [f«(Ox)

Le foncteur d’inclusion X — (X, O% C Ox) est Padjoint a droite du foncteur
d’oubli (Y,ay : My — Oy ) — Y de la catégorie des log schémas dans celle des
schémas. Il permet alors d’identifier la catégorie des schémas & une sous-catégorie
pleine de celle des log schémas.

Proposition 2.2.1.1. Soit X un schéma muni d’une structure prélogarithmique
a: M — Ox. Le foncteur inclusion de la catégorie des structures logarithmiques
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dans celle des structures prélogarithmiques admet un foncteur adjoint a gauche
(M,a)) = (M,a), o M est la somme amalgamée

a1 (0%) —2 O

1N

M

5
et a est la fleche M — Ox, induite par o et par l'inclusion Oy — Ox.

Démonstration. Montrons que M induit une structure logarithmique sur X.
En fait, comme l'inclusion O% — Ox se factorise par M, il suffit de montrer
que a~1(0) = {0}. Si m € M(U), pour un morphisme étale U — X, il existe
alors localement m € M(U) et u € O%(U) tels que m = ~y(m) + i(u), et si
a(m) =0, alors a(y(m)) + a(i(u)) = a(m) +u = 0. Ainsi, m € a1 (O%)(U) et
i(a(m)) =~(m) € M(U). Do, m = i(a(m)) +i(u) = i(a(m) + u) = i(0) = 0.
De plus, la factorisation o = & oy est universelle par 'universalité de la somme
amalgamée. O

Si X est un log schéma, alors le plus grand ouvert de Zariski de X sur
lequel la log structure induite est triviale s’appelle 'ouvert de trivialité de
X (possiblement vide).

Exemple 2.2.1.1. Soit A un anneau et soit X := Spec(A). La donnée d’un
morphisme de monoides P — A induit une structure prélogarithmique P — Ox
sur X, avec P le faisceau constant sur X, de valeur P. En particulier, pour
A = Z[P] (la Z-algébre librement engendrée par P), on note Ap le log schéma
dont le schéma sous-jacent est Spec(Z[P]) et dont la log structure est celle as-
sociée a la prélog structure induite par Uinclusion P < Z[P].

Ici, Aper (dont le schéma sous-jacent est Spec(Z[P9P])) est l'ouvert de trivialité
de Ap. En effet, d’une part, la log structure induite par P sur Apgr est la log
structure associée o PIP — Z[P9P], et est donc triviale. Il reste & montrer que
Apar est le plus grand owvert de Zariski de X ot la log structure induite est
triviale. Autrement dit, tout ouvert de Zariski i : V < Spec(Z[P]) ou la log
structure induite par P (P — Oy ) est triviale est contenu dans Apgr.

Comme la log structure induite par P sur V' est triviale, on a un morphisme
P — P~ Oy,. Comme OF; est un faisceau de groupes, ce morphisme se factorise
par P9, On obtient ainsi un morphisme P9’ — Oy et cela induit un morphisme
de schémas g : V' — Spec(Z[PP]) tel que la composition avec Spec(Z[PP]) —
Spec(Z[P]) donne le morphisme d’inclusion i : V. — Spec(Z[P])

V % Spec(Z[P97])

~

Spec(Z[P))
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Comme i est injectif, cela implique que g l’est aussi.

Soit P un monoide et notons ap : Mp — Oy, la log structure de Ap. Par
construction de Mp, nous avons un homomorphisme naturel

ep : P— F(AP,MP).
La proposition suivante généralise une propriété bien connue sur les schémas :

Proposition 2.2.1.2. Soit T un log schéma dont la log structure est notée Mp
et soit P un monoide. Pour chaque morphisme f : T — Ap de log schémas, on
considere la composition

er: P — F(AP7MP) — F(T7 MT)
Alors f — ey définit une bijection
Mor (T, Ap) — Hom(P,T(T, Mr)).

En particulier, si T' est muni de la log structure triviale, cela implique im-
médiatement que ’ensemble des T-points de Ap est le méme que I’ensemble des
T-points de son ouvert de trivialité A% .

2.2.2 Images directe et inverse.

Si f: X — Y est un morphisme de schémas et ax : Mx — Ox une log
(resp. prélog) structure sur X, alors la fleche 8 dans le diagramme ci-dessous

B
fiMx x5 04 Oy —— Oy

| .

f*MX L f*OX

est une log (resp. prélog) structure sur Y, dite la log (resp. prélog) struc-
ture image directe induite par ax, et que I'on note :

ing(ax) : ing(Mx) — Oy.

Si ay : My — Oy est une log structure sur Y, alors la composition

[ My S ov, f 10y = Ox

est une prélog structure sur X ; la log structure qui lui est associée et que l'on
note par
fioglay) : flog(My) — Ox

est appelée la log structure image inverse de ay .
Un morphisme de log schémas f : X — Y est dit strict si la fleche induite

i ; (My) — Mx est un isomorphisme, c’est-a-dire que la log structure de X est
la log structure image inverse de celle de Y.
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2.2.3 Cartes.

Définition 2.2.3.1. Soit ax : Mx — Ox une log structure sur un schéma X
et soit P un monoide. Une carte pour ax modelée sur P est un morphisme
de prélog structures

P My
S e
Ox

tel que E — Mx est un isomorphisme (Proposition 2.2.1.1).
Une carte existe toujours localement pour la topologie étale de X .

Une log structure sur un schéma X sera dite quasi-cohérente (resp. cohé-
rente) si, localement pour la topologie étale sur X, elle admet une carte (resp.
modelée sur un monoide finiment engendré).

Une carte P — My est dite cohérente (resp. intégre, fine, saturée) si P est un
monoide de type fini (resp. intégre, fin, saturé).

On dit qu’un log schéma X est intégre (resp. fin, saturé) si, localement pour
la topologie étale sur X, il admet une carte intégre (resp. cohérente et intégre,
saturée).

Remarque 2.2.3.1. Soit X un log schéma. La donnée d’un morphisme de
monoides P — T'(X, Mx) équivaut, d’aprés la Proposition 2.2.1.2, & la donnée
d’un morphisme de log schémas X — Ap. Il découle des définitions que P —
Mx est une carte pour ax si et seulement si le morphisme X — Ap est strict.

Exemple 2.2.3.1. Soit X un schéma muni de la log structure triviale. Alors
a ﬁ — O% est une carte pour X, avec 1 l'unité de Ox. En effet, la log

structure associée & a est la somme amalgamée {1} + a~H(O%) = {1} = O%,
et ce dernier n’est autre que O%.

Exemple 2.2.3.2. Soit X un schéma régulier et localement noethérien et soit
D C X un diviseur & croisements normaux. Soit j : U := X — D — X l'immer-
sion ouverte correspondante.
Si Uon munit U de la log structure triviale o : My = Of;, = Oy, alors on peut
définir une log structure sur X par l'image directe de celle de U :

320 Mx = j2(0F) = j.0f Xj.0p, Ox — Ox.
Ainsi, les sections de jiog (Of;) sont par définition les fonctions réguliéres sur X
dont la restriction a U est triviale.
De plus, nous pouvons associer & cette log structure une carte fine et saturée, de
sorte que X, munie de cette log structure, est un log schéma fin et saturé.
Supposons que D est un diviseur réduit. Par définition, chaque point v € X
admet un voisinage étale ot l'on peut écrire D =V ([[,c;ti). On en déduit que
les sections locales de jiog(Ol*]) s’écrivent sous la forme w.[[;c;t

Yz
7 7

ou u est
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inversible et n; € N (T]
inversible sur U ).
On wvoit alors que le morphisme local 5 : N” — jiog(O(*]), ni = [[1<;c, ti dé-

sertit s’annule exactement le long de D, et est donc

termine essentiellement jiog (Of;). Il manque en fait les sections inversibles que
l’on récupeére avec la log structure induite par la carte 3.

Enfin, nous remarquons que cette carte étant fine et saturée, la log structure
ainsi définie sur X [’est également.

Maintenant, on remarque que la théorie des log structures peut trés bien se
faire sur X zq., le site de Zariski de X, a la place de son site étale (en particulier,
on peut définir la notion de carte dans ce contexte). Si D n’est pas supposé a
croisements normauz, chaque point x € X admet un voisinage de Zariski o
D =V ([[;c; ti). On considére alors la log structure définie sur X (les faisceaus
étant considérés sur Xzq,) :

ax . MX = j*OI*J Xj.0u OX — Ox.

Par le méme raisonnement que précédemment, on constate que 3 : N” — Mx,
n; = [[1cic, ti est une carte pour ax. Maintenant, en calculant son pull-back
sur le site étale X g, on trouve alors une carte fine et saturée pour la log structure
définie par D, et ce, sans que D soit un diviseur 4 croisements normauz.

Définition 2.2.3.2. Soit f : X — Y wun morphisme de log schémas et soit
0 :Q — P un morphisme de monoides. Une carte pour f modelée sur 6 est
un diagramme commutatif

Q — = T(Y, My)

Je
P2, F(X,JMX)

ou y et B sont des cartes pour ay et ax, respectivement.

Localement pour la topologie étale, tout morphisme entre log schémas fins
(fins et saturés) admet une carte.

2.2.4 Produit fibré de log schémas.

Comme dans le cas des schémas, le produit fibré existe dans la catégorie des
log schémas. Avant d’énoncer la proposition du produit fibré, nous avons besoin
du lemme suivant, dont une preuve se trouve dans [28, Chapite 2 , Corollaire
2.2.3]

Lemme 2.2.4.1. Soit f : X — Y un morphisme de log schémas cohérents et
soit Q — My une carte cohérente pour ary . Alors, localement pour la topologie
étale sur X, il existe une carte pour f, modelée sur un morphisme de monoides
finiment engendrés Q — P.
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Proposition 2.2.4.1. Le produit fibré existe dans la catégorie des log schémas.
De plus, le produit fibré de deux log schémas cohérents est cohérent. Enfin, le
foncteur X — X qui envoie un log schéma & son schéma sous-jacent commute
avec le produit fibré.

Démonstration. L’existence du produit fibré dans la catégorie des log schémas
repose sur l'existence du produit fibré dans la catégorie des schémas et des
sommes amalgamées dans la catégorie des log structures.

Soit {a; : M; — Ox : i € I} une famille inductive de structures préloga-
rithmiques sur X et soit M la limite inductive du systéme M; dans la catégo-
rie des faisceaux de monoides sur X. Ainsi, les fleches «; induisent une fleche
B: M — Ox ou S est la limite inductive du systéme {«;,i € I'} dans la catégo-
rie des prélog structures sur X. De plus, si chaque «; est une log structure sur
X, alors la log structure o :== 3 : M — Oy, associée a la structure prélog 3, est
la limite du systéme {a;,i € I'} dans la catégorie des log structures sur X. Cela
provient du fait que le foncteur 5 — E est un adjoint a gauche (au foncteur
d’oubli), et donc, commute avec les limites inductives. Montrons maintenant
que si tous les «; sont cohérents, alors « I’est aussi. Le cas des sommes directes
étant plutdt évident, nous regardons ici le cas des sommes amalgamées.

On se donne une paire de fléeches de log structures cohérentes :

0
01041>041

y

a2

On note a : M — Ox la somme amalgamée dans la catégorie des log structures.
On peut supposer que ay admet une carte Sy modelée sur un monoide Qg
finiment engendré. Alors, par le Lemme 2.4, il existe des cartes modelées sur
des monoides cohérents 11 : Q¢ — Q1 et ¥ : Qg — Q2 pour les morphismes 6
et 02, respectivement. Soit () la somme amalgamée ()1 ®g, (2, avec sa fleche
canonique S : @ — M. Comme le foncteur g — B est adjoint a gauche, il
commute avec les limites inductives. On en déduit que B : @ — Ox est la

limite inductive de la famille {«;, € I}, i.e. E = «. On a donc trouvé une carte
cohérente pour la somme amalgamée «.

Il reste & montrer la derniére assertion. Pour cela, nous calculons le produit fibré.
Soit deux morphismes de log schémas f: X — Z et g: Y — Z. Alors, sur le
produit fibré X’ des schémas sous-jacents, nous avons une paire de morphismes
de structures logarithmiques

pryoz — pryax

|

pry Qy

ou pry désigne la projection de X xz Y — T, pour T € {X,Y, Z}.
Si on prend alors la limite inductive de ce diagramme, nous obtenons une struc-
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ture logarithmique sur X’ faisant commuter le diagramme

XxzV — X

O

Remarque 2.2.4.1. Soit X un log schéma de carte P, et soit P — @Q un
morphisme de monoides. Comme la log structure sur X est l’image inverse de
la log structure sur Ap, on déduit de la preuve précédente que la log structure
sur X xa, Ag est l’image tnverse de la log structure sur Ag. Autrement dit, Q
est une carte pour X X4, Ag.

Remarque 2.2.4.2. La somme amalgamée de deur monoides intégres (resp.
saturés) n'est pas intégre (resp. saturée) en général. De ce fait, le produit fibré
construit précédemment n’est pas le bon candidat si l’on cherche a calculer le
produit fibré dans la catégorie des log schémas fins ou celle des log schémas fins
et saturés. Pour construire ce produit fibré, nous avons besoin de la proposition
sutvante :

Proposition 2.2.4.2. Le foncteur d’oubli de la catégorie des log schémas fins
dans celle des log schémas cohérents admet un adjoint & droite X — X, Le
foncteur d’oubli de la catégorie des log schémas fins et saturés dans celle des log
schémas fins admet lui aussi un adjoint & droite X — X9,

Démonstration. Supposons que X est un log schéma cohérent (resp. fin) et soit
F le foncteur de la catégorie des log schémas fins (resp. fins et saturés) qui
envoie T sur I’ensemble des morphismes T — X. On souhaite démontrer que
F est représentable. Supposons pour commencer que l'on dispose d’une carte
cohérente (resp. fine) f: X — Ap pour ax. Notons que si F' est représentable
par un log schéma X', alors X’ — X est unique & isomorphisme prés et ne
dépend pas du choix de f.

On pose P’ := Pt (resp. P**) et X' := X x4, Ap’. Comme X — Ap est
strict, X’ — Ap, est strict (Remarque 2.2.4.1) et donc, X’ qui admet P’ pour
carte est fin (resp. saturé). Si T est un log schéma fin (resp. fin et saturé),
alors d’aprés la Proposition 2.2.1.2, se donner un morphisme de log schémas
T — X revient a se donner un morphisme de schémas T" — X et un morphisme
de monoides P — T'(T, Mr), ou My désigne la log structure de T. Comme
(T, Mr) est intégre (resp. saturé), le morphisme P — T'(T, Mr) se factorise
de maniére unique par P’. Il s’en suit que le morphisme T" — Ap se factorise
de maniére unique par Ap,. D’ou, T' — X se factorise de fagon unique par X’.
Cela montre que X' représente F.

Dans le cas général, X admet un recouvrement étale ot chaque ouvert admet une
carte cohérente (resp. fine). On recolle alors les morceaux obtenus précédemment
afin de conclure.
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Nous pouvons maintenant construire les produits fibrés souhaités :

Proposition 2.2.4.3. Le produit fibré existe dans la catégorie des log schémas
fins (resp. fins et saturés) : étant donné des log schémas X, Y et Z fins (resp.
fins et saturés), et des morphismes X — Z et Y — Z, le produit fibré de X et
Y le long de Z dans la catégorie des log schémas fins (resp. fins et saturés) est
donné par (X xz V)™ (resp. (X xzY)%).

Démonstration. Si X — Z et Y — Z est une paire de morphismes de log
schémas fins (resp. fins et saturés), alors il vient de la propriété universelle
que (X xzY)™ (resp. (X xz Y)*), avec les fleches induites sur X, Y et Z,
est produit fibré de X et Y dans la catégorie des log schémas fins (resp fins
saturés). O

Exemple 2.2.4.1. (/206, §0; Ezemple 0.8]) Nous donnons ici un exemple de
calcul de produit fibré ne donnant pas le méme résultat dans la catégorie des log
schémas et celle des log schémas fins et saturés.

Pour k un corps, on pose :

X = Spec(k) — Z = Spec(k) «— Y = Spec(k).

Nous munissons chacun de X, Y et Z des log structures données par les cartes
sutvantes :
— Px :=<(1,0),(-1,1) >C N@ N et Px — k est donné par (0,0) — 1, et
le reste est envoyé vers 0.
— Py =< (0,1),(1,-1) >C N@N et Py — k est donné par (0,0) — 1, et
le reste est envoyé vers 0.
— Py :=N@®N et P; — k est donné par (0,0) — 1, et le reste est envoyé
vers 0.
Regardons ce que vaut le produit fibré de X etY le long de Z dans la caté-
gorie des log schémas fins et saturés. Pour ce faire, nous suivons ce qui a été
fait dans la preuve de la Proposition 2.2.4.2.

On note par Q la somme amalgamée Px ®p, Py. D’aprés la Proposition
2.1.0.1, cette somme amalgamée est intégre puisque chacun des Px, Py et Py,
l’est. Dans la catégorie des log schémas fins et saturés, le produit fibré est donc

Spec(Z[Q™]) X Spec(z]Q)) Spec(k) = Spec(Z[Q™] Rz k)-

Montrons que Z[Q**] @zq) k = {0} et cela impliquera que le produit fibré recher-
ché est vide. Soit x @ y € Z[Q%] Xziq) k. Par linéarité, on peut supposer que
x € Q.

Soit alors x @y avec x € Q%' et y € k. Par définition, il existe n € Z1* tel

que nT € Q.
On a
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TRY=TR@Nn.—

On a alors deux cas. Sinx = 0, les égalités précédentes impliquent que r®y = 0.
Sinon, on peut écrire

nze L =1 ®f(mc).g
n n

avec f le morphisme canonique Z[Q) — k, induit par les morphismes Px — k,
Py — k et P; — k. Comme nx # 0, alors f(nxz) = 0. Il en vient que @y = 0.

D’autre part, on voit bien que dans la catégorie des log schémas (et celle des
log schémas fins), le schéma sous-jacent & ce produit fibré est Spec(k).

2.3 Topologie Kummer log plate.

A partir de maintenant, nous travaillerons dans la catégorie des log schémas
fins et saturés. Le choix de cette catégorie est important dans 1’étude des tor-
seurs logarithmiques comme on le verra dans ’'Exemple 2.4.1.3.

On définit dans cette section la topologie Kummer log plate que 'on utilisera
dans la catégorie des log schémas fins et saturés, afin de construire des log tor-
seurs.

Remarquons que si f: X — Y est un morphisme de log schémas fins et sa-
turés, et 6 : () — P une carte pour celui-ci, alors le morphisme X — Y x4, Ap,
induit par les deux morphismes X — Y et X — Ap, est strict.

Définition 2.3.0.1. Soit f : X — Y un morphisme de log schémas fins et
saturés. On dit que f est log plat si, localement pour la topologie fppf sur X et
Y, f admet une carte 6 : Q — P telle que

1. Le morphisme 097 : Q9P — P9P est injectif ;

2. Le morphisme strict X —Y Xgpec(z]Q)) SPec(Z[P]) est plat au sens clas-
sique.

Remarque 2.3.0.1. Soit f : X — Y un morphisme plat de schémas. Si 'on
munit chacun de X et'Y de leurs log structures triviales respectives, alors f
est un morphisme log plat, au sens de la Définition 2.3.0.1. En effet, d’apres
UEzemple 2.2.3.1, {1x} — O% (resp. {1y} = O%) est une carte pour acx (resp.
pour ay ), avec 1x U'élément neutre de Ox (resp. 1y élément neutre de Oy ).
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Ainst, le morphisme strict X — Y Xgpec(z[1y]) Spec(Z[1x]) est simplement le
morphisme X =Y (car Z[lx] = Z[ly]| = Z), qui lui, est plat par hypothése.

Définition 2.3.0.2. Soit 0 : P — Q un morphisme de monoides fins et saturés.
On dit que 0 est kummérien (ou de Kummer) s’il est injectif, et si pour tout
a € Q, il existe un entier n > 1 tel que a™ € (P).

Définition 2.3.0.3. On définit une topologie de Grothendieck, dans la catégorie
des log schémas fins et saturés, de la facon suivante :

La topologie Kummer log plate est la topologie la moins fine telle que les familles
ensemblistement surjectives de morphismes log plats, kummériens et localement
de présentation finie sur les schémas sous-jacents, soient couvrantes.

2.3.1 Torseur log plat.

Nous appelons torseur log plat, ou plus simplement torseur logarith-
mique ou torseur log, un torseur construit dans la catégorie des log schémas
fins et saturés, munie de la topologie Kummer log plate. Dans cette section, nous
donnons un moyen classique de construction de torseurs log plats : les torseurs
kummériens standards. Nous verrons ensuite que la topologie Kummer log plate
est engendrée par les recouvrements fppf et les torseurs kummeériens standards.

Si M est un groupe abélien, nous noterons dans cette partie D(M) le log
schéma Aj; : c’est le schéma en groupes diagonalisable associé & M, muni de la
log structure triviale.

Proposition 2.3.1.1. [16, §2.3; Proposition 2.9] Soit X un log schéma muni
d’une carte P — Mx , et soit 0 : P — Q) un morphisme kummérien de monoides
fins et saturés. Alors la projection naturelle

Y:ZXXAPAQ%X

est un torseur pour la topologie Kummer log plate sous le groupe D(Q9P /0(P9P)).
Un torseur obtenu de la sorte s’appelle un torseur kummérien standard.

Démonstration. D’aprés [22, §3; Remarque 3.4, (c)], sous les hypothéses envi-
sagées, le morphisme Ag — Ap est formellement principal homogéne pour le
groupe D(Q9?/0(P9P)). En d’autres termes, nous avons un isomorphisme

D(Q/0(PIP)) x Ag = Ag x4, Ag, (9,2) — (z,9.2) (1)
dans la catégorie des log schémas fins et saturés. Donc

YXXYZXXAPAQ XAPAQ
~ X xa, Ag x D(QI/6(P?))
— Y x D(Q [0(P*7)).
Donc le morphisme Y — X est formellement principal homogéne, de groupe

D(Q9?/6(P97)). Il reste & montrer que Y — X est un épimorphisme, ce qui est
clair étant donné qu’il est Kummer log plat. O
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Nous donnerons un peu plus loin un exemple d’un torseur kummeérien stan-
dard.

Nous avons le résultat suivant, dont 'analogue en topologie Kummer étale
est bien connu (cf. [22, §3; Corollaire 3.6]).

Proposition 2.3.1.2. [16, §2.3; Corollaire 2.11] Soit X un log schéma. La to-
pologie Kummer plate sur X est engendrée par les recouvrements fppf classiques
et les torseurs kummériens standards.

2.4 Comparaison avec la cohomologie fppf.

Dans ce qui suit, nous comparerons la cohomologie fppf et la cohomologie
induite par la topologie Kummer log plate (voir [16, §2.4] pour plus de détails).
Nous noterons klp pour signifier la topologie Kummer log plate en guise de
simplification.

Etant donné un log schéma fin et saturé X, on notera (fs/X) la catégorie
des log schémas fins et saturés sur X et on notera (fs/X)gy, le site obtenu en
munissant (fs/X) de la topologie klp. De méme, si X est un schéma, on notera
(Sch/X) la catégorie des X-schémas et (Sch/X)sppy le site obtenu en munissant
cette derniére de la topologie fppf. Le foncteur d’oubli induit un morphisme de
sites

€: (fs/X)rp — (Sch/X) ppps-

Soit Y un X-schéma et soit hy le faisceau qu’il représente (son foncteur des

points) ; alors le faisceau e*hy est représentable par le log schéma obtenu en
munissant Y de la log structure image réciproque de celle de X.
Si G est un X-schéma en groupes , on notera par abus de langage G le log schéma
en groupes €*G. On notera alors G,, le groupe multiplicatif et p,, le groupe des
racines n-iémes de I'unité, que I'on considérera indifféeremment comme des sché-
mas et des log schémas en groupes.

Soit F' un faisceau abélien pour la topologie Kummer log plate sur X. Par
dérivation de foncteurs composés

(fs/X) <5 (Sch/X) <5 (Ab)
on obtient la suite spectrale

HP

b oo (X, R, F) = HEPU(X, F).

En prenant le cas particulier ou F = €*G, avec G un X-schéma en groupes
commutatif, le morphisme d’adjonction G — €,¢*G est un isomorphisme. On
déduit alors de la suite spectrale précédente la suite exacte suivante [16, §2.4;
suite exacte (3)] :

0— Hjp, (X, G) = Hjy,(X,G) = H'(X, R'e.G) — H7,,;(X,G).  (2)
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Nous rappelons que le premier groupe de cohomologie H }pp f(X , G) classifie
les G-torseurs fppf sur X (vu comme schéma) et le premier groupe de cohomolo-
gie H %lp(X , @) classifie les G-torseurs log plats sur X (muni de sa log structure).
De la suite exacte précédente, nous déduisons qu’un torseur fppf peut étre vu
comme un torseur log via U'injection ¢. En effet, si I'on se donne un G-torseur
fppf Y — X et si 'on munit Y de la log structure inverse de celle de X, alors
Y — X est un torseur log plat sous G. Cela provient du fait que dans ce cas, le
produit fibré Y xx Y dans la catégorie des log schémas fins et saturés a pour
schéma sous-jacent ¥ X x Y et est muni de la log structure inverse de celle de
X. Ainsi donc, I'isomorphisme ¥ X x Y ~ G X Y est un isomorphisme dans la
catégorie des log schémas fins et saturés et Y — X est donc un G-torseur log
plat.

Dans la suite de cette section, nous donnons quelques exemples de torseurs
log plats ne provenant pas de torseurs fppf.

Dans les cas qui nous intéresseront pour la suite, Kato a calculé le faisceau
Rle, G :

Théoréme 2.4.0.1. [23, §4; Théoréme 4.1] Soit X un log schéma localement
noethérien, et soit G un X-schéma en groupes commutatif. On suppose que G
est fini et localement libre sur X, ou que G est affine lisse sur X. Alors on
dispose d’un isomorphisme canonique

R'¢.G ~ lim Hom(p,,, G) @7 MY
—
la limite inductive étant prise par rapport aux projections canoniques tymn — fn
avec m,n % 0.

Remarque 2.4.0.1. [10, §2.4; Remarque 2.13] Nous déduisons du théoréme
précédent les deux exemples suivants :

— Dans le cas ou G = G,,, on trouve
R'e,G,, = Q/Z ® M9"y.
— Dans le cas ot G = iy, il vient

Rle, i, = Z/n7 @ M9 x.

2.4.1 Exemples de torseurs log plats.

Exemple 2.4.1.1. Les G,,-torseurs.

Soit X un schéma régulier et soit Pic(X) le groupe de Picard de X . Soit Div(X)

(resp. DivPrin(X)) le groupe des diviseurs de Cartier (resp. diviseurs de Cartier
principauz) sur X . Il est bien connu que Pic(X) = H},, (X, Gy,) =~ Div(X)/DivPrin(X).
En reprenant les résultats de [15, §3], nous verrons dans cette section que l’on
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peut donner une description analogue au groupe H,%lp(X, Gm).-

Soit D un diviseur sur X (muni de sa structure de schéma réduit) de complé-
. . . 7”
mentaire U (on note j le morphisme U — X ), et supposons que D =3 | D,
ot les Dy, sont les composantes irréductibles de D. Si 'on munit U de la log
structure triviale My = Of;, d’aprés ’Exemple 2.2.3.2, X peut étre muni lui
aussi d’une log structure fine et saturée, image directe de celle sur U.

On appelle groupe des diviseurs a coefficients rationnels au-dessus de D, et
l’on note DivRat(X, D), le sous-groupe de Div(X)®zQ, constitué des diviseurs
dont la restriction a U est 4 coefficients entiers.

On vérifie aisément que

DivRat(X, D) = Div(U) €D QD
m=1

Théoréme 2.4.1.1. [15, §8.1; Théoréme 3.1.3] On dispose d’un isomorphisme
canonique
DivRat(X, D)/DivPrin(X) = Hjy,(X,Gp).

Autrement dit, les fibrés en droites logarithmiques (ou les G, -torseurs log
plats) ne sont autres que des diviseurs de Cartier a coefficients rationnels.

Enfin, le corollaire suivant nous permet de comparer les G,,-torseurs fppf et
les Gy, -torseurs log plats :

Corollaire 2.4.1.1. [15, §3.1; Corollaire 3.1.4] On dispose d’une suite ezxacte

m=1

Démonstration. En écrivant la suite exacte (2) dans le cas ot G = Gy, et en
utilisant le premier point de la Remarque 2.4.0.1, on obtient la suite exacte

0= H}ppr (X, Gm) = Higp(X,G) & (MF @ Q/Z)(X) — ker(¢) — 0

avec ( le morphisme canonique qui s’obtient si ’on poursuit 'écriture de la suite
exacte (2)

C:Hfppp(X,Gr) = Hp(X,Gry).
De plus, par 'universalité de MY, MY = j.M{P = j.O}. Enfin, My =
M |O% = j.0f;/O%. Maintenant, il n’est pas difficile de voir que le faisceau
J«Op; /] O% sur X n'est autre que le faisceau des diviseurs de Cartier effectifs sur

X, de support X\U. Et donc, d’aprés le Théoréme 2.4.1.1, p peut étre identifié
a la fleche

DivRat(X, D)/DivPrin(X) - @ Q/ZD,
m=1

32



elle, déduite de la projection naturelle

DivRat(X, D) = €D QD

m=1

On en déduit que p est surjective, et donc Ker(¢) =0
U

Exemple 2.4.1.2. Les pu,-torseurs log plats.

Soit X un schéma régulier et localement noethérien, que l’on munit de la log
structure induite par un ouvert U de X. En employant les mémes outils que
précédemment, il est démontré dans [15, §3.2; Proposition 3.2.1] que les pi,-
torseurs log plats sur X sont eractement ceux dont la restriction a U est un
ln-torseur fppf. Autrement dit, on a un ismorphisme

Hlilp(X? Iun) i) H}ppf(Uv MTL)

Exemple 2.4.1.3. Un Z/nZ-torseur log plat.[23, §1; 1.9.3]

Soit A un anneau de valuation discréte, n > 2 un entier inversible dans A et 7
une uniformisante de A. On pose B := A[x'/™] et on suppose que A contient
une racine primitive n-iéme de l'unité. Soit G := Auta(B) ~ Z/nZ (ici j, est
étale car n est inversible dans A, et comme A contient une racine n-éme de
DVunité, alors Z/nZ ~ pu,.

On munit Y = Spec(A) (resp. X = Spec(B)) de la log structure associée a
N A, 1—7 (resp. N—= B, 1— 7'/™). Alors

GxX~XxyX (4)

est un isomorphisme dans la catégorie des log schémas fins et saturés mais
ce n'est pas un isomorphisme dans la catégorie des schémas (si on oublie les log
structures). Pour le vérifier, il faut montrer que X xy X est connezxe en tant
que schéma.
Géométriquement, X xy X est deux copies de Spec(A[n'/"]) qui se croisent
au-dessus de l’idéal mazximal de A, il est donc connexe. Toutefois, G x X n’est
clairement pas conneze.

Nous en déduisons en particulier que l’isomorphisme (4) n’est pas un iso-
morphisme dans la catégorie des log schémas (ni celle des log schémas fins). En
effet, comme on l’a déja vu, le produit fibré dans la catégorie des log schémas a
pour schéma sous-jacent le produit fibré des schémas sous-jacents (ici, les cartes
étant integres, le produit fibré dans la catégorie des log schémas et dans celle des
log schémas fins est le méme).

1l s’agit donc d’un torseur log plat ne provenant pas d’un torseur fppf.

En fait, on peut aussi voir que c’est un torseur kummérien standard. En
effet, Spec(A) est muni de la carte N — A, 1 — m et le morphisme 6 : N — N,
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a— a” est kummérien. Donc, la projection
Spec(A) x 4, Any — Spec(A)
est un torseur kummeérien standard. Maintenant, si on calcule ce produit fibré

Spec(A) X a4, Ay —— Ay

T

Spec(A) ——— Ay

il est facile de voir que Spec(A) x 4, Ay = Spec(A[r'/"]) = Spec(B).

Une autre maniére de voir que ce torseur n’est pas un torseur fppf est de re-
marquer que si Spec(A[r/"]) — Spec(A) était un Z/nZ-torseur fppf, il serait
étale puisque Z/nZ Uest, donc en particulier non ramifié. Or, A — A[r'/"] est
totalement ramifié.
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3 Les éclatements.

Tout au long de ce chapitre, nous fixons un schéma de Dédekind S, de point
générique 7. On notera K (S) I'anneau Og ,, que 'on appelle corps des fractions
rationnelles de S. Si s est un point fermé de S, on notera k(s) le corps résiduel
de S en s. Parfois, S sera supposé affine et on ’appelera anneau de Dédekind.
Le cas échéant, si par exemple S = Spec(A), K désignera le corps des fractions
de l'anneau de Dédekind A.

Etant donné un schéma X sur S, on notera X sa fibre générique X x g K (5),
et X, sa fibre X xg Speck(s) au-dessus du point fermé s € S.

Ce chapitre est consacré a 1’étude des éclatements d’une S-surface donnée.
En particulier, on verra qu’on peut normaliser une surface définie sur un corps
par le biais des éclatements. Plus généralement, si S est affine, on verra que les
éclatements permettent de construire un S-modéle régulier d’une courbe lisse et
projective sur K. Nous terminons ce chapitre par la définition et 'existence du
modéle minimal régulier d’'une courbe. A noter que la premiére partie des ré-
sultats de cette thése (section 6.1) utilise un modéle régulier quelconque, tandis
que la deuxiéme (section 6.2) se sert du modéle minimal.

Ce chapitre s’inspire essentiellement de [24].

3.1 Définitions et propriétés.
3.1.1 Cas affine.

On rappelle qu’étant donné un anneau A (commutatif avec une unité) et I
un idéal de A, on notera V(I) le fermé Spec(A/I).
Commengons par donner une description locale des éclatements. Soit A un an-
neau et I un idéal de A. Considérons la A-algébre graduée

A:@Ifi

d>0

Soit fi, ..., fo_un systéme de générateurs de I. On les voit comme ¢éléments ho-
mogeénes de A de degré 0. Soit ¢; € I, 'élément f;, vu comme élément homogéne
de A de degré 1. Nous avons un morphisme surjectif de A-algébres graduées

¢: ATy, ... T,) = A
T, — (O,ti,O, ,O)

Définition 3.1.1.1. Soit X = Spec(A) un schéma affine et noethérien, et soit
I un idéal de A. On pose X := Proj(A). Le morphisme canonique X — X est
appelé léclatement de X pour centre (ou le long de) V(I).
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Lemme 3.1.1.1. [2/, §8.1.1; Lemme 1.2] Soit A un anneau noethérien et I
un idéal de A. On considére le morphisme surjectif suivant, induit par ¢

bty AT, o Tol(ryy = AT/ T, o, To ) Th] = A,y
Ti/Tl — (O,ti/tl,O, ,O)

Alors :

1. Si I est engendré par un seul élément non diviseur de 0, alors A= AlT).
En d’autres termes, Proj(A) — Spec(A) est un isomorphisme.

2. A est intégre (resp. réduit) si et seulement si A est intégre (resp. réduit).
3. Soit B une A-algebre plate et soit B la B-algebre graduée associée a l'idéal
IB. On a un isomorphisme canonique B ~ B ®4 A.

4. Le noyau Ker(¢(r,)) est égal a
Jyi={P € A[To/T1, ... T,/T1] | 3d >0, f{P € (ATo/Ti—f2, e, iT0/Ti—fn)}

De plus, fl(ti) peut étre identifié a la sous-A-algébre de Ay, , engendrée par
les éléments f;/f1, 2 <i<n.

Démonstration. 1. Supposons que f engendre I, et soit ¢ : A[T] — A, T
(0,¢,0,...,0) ou t désigne I'élément f vu comme élément homogene de
A de degré 1. Il est clair que ¢ est un isomorphisme. Il vient alors que

Proj(A) = Proj(A[T]) ~ Spec(A).

2. Supposons A intégre. Soient a, b € A tels que ab = 0 et a # 0. Soient ay, by,
leurs composantes homogénes du degré le plus élevé, alors a,b,, = 0. Il
vient que b,,, = 0. La réciproque est évidente puisque A est un sous-anneau
de A.

Maintenant, supposons que A a un élément nilpotent a non trivial. Il existe

alors m € N* tel que a™ = 0. Ecrivons a = _ aq et soit dg le plus petit
d>0

degré tel que agq, # 0. Alors aj’ = 0 et donc c;do est un élément nilpotent

de A.

Réciproquement, si a € A est nilpotent, alors c’est aussi un élément nil-

potent de A puisque A est un sous-anneau de A.

3. Ona B®a I ~IB ([24, §1.2; Théoréme 2.4|) et (IB)Y ~ B®4 I¢. D’ou

B~®u50(B®al") ~B®a (©a>0l?) = B®a A

4. Soit P € A[Ty/T1,...,T,,/T1]. En multipliant P par une puissance de f;
si nécessaire, on peut effectuer des divisions euclidiennes successives et on
trouve

f{iP(Tg/Th 7CZ—‘n/TH) = Z Qi(Tg/Tl, ...,Tn/Tl)(flTi/Tl—fi)—&—a,a cA
2<i<n
(5)
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Si P € Ker(¢(r,)), alors I'image de a dans fl(tl) est zéro. Autrement dit,
il existe » > 0 tel que at] = 0, ce qui est équivalent a af] = 0. En multi-
pliant (5) par f7, il apparait que quitte a remplacer f¢ par f*", on peut
supposer que a = 0. D’ou, P € Jj.

Réciproquement, soit P € J;. Alors, il existe d > 0 tel que fIP €
(N1T/Th, ., iTn/Th — fa).

Ecrivons P(Ty/Ty,...,T,/Th) = Q(T1, ..., T,) /T avec Q(T1,...T,,) un po-
lynéme homogéne de degré r. Il existe e > 0 tel que fT¢Q(T) appartient &
vidéal (f1Ts — foTy, ..., f1Tn — fuT1). Done f&tfQ(ty, ..., t,) = 0, ce qui im-
plique que t{7°Q(t1, ...,t,) = 0. On en déduit que P(Ty/Th, ..., Tn/T1) =
(Q(T1, ... T)T{€) /T *" € Ker(¢ry)). Ce qui termine la premiére par-
tie de ce point.

Nous avons donc un isomorphisme

AT/ Ty, .., T /Th] /1 = Ag,). (6)
D’autre part, considérons le morphisme de A-algébres

QZ} : A[TQ/Tl, ,Tn/Tl] — Afl
Ti/Ty = fi/ 1

D’aprés ce qui précéde, il vient immédiatement que Ker(¢) = Jp. De plus,
V(AT /Ty, ..., T /T1]) = Alf2/f1, s fn/f1]. Cela implique, en utilisant
(6), que )

Ay = Alfa/ fr, -, fu) f1].

O

Corollaire 3.1.1.1. [2/, §8.1.1; Lemme 1.4] Soit X — X = Spec(A) léclate-
ment d’un anneau noethérien, intégre et affine, le long du schéma fermé V(I).
Soit I = (f1,..., fn), avec f; # 0 pour tous les i. Alors X est lunion des sous-
schémas affines SpecA;, a < i < n, ot A; est la sous-A-algébre de Frac(A)
engendrée par les fjffl, 1<j<n.

Démonstration. Cela découle du Lemme 3.1.1.1.(4). O

Exemple 3.1.1.1. On se donne la surface suivante
W = Spec(Z[X, Y]/(Y? - P(X)))

Avec P(X) = (XP —1)(XP —?) = X?? — (1 + A XP — %, ¢ € Z\{-1,0,1}
et p un nombre premier impair ne divisant pas 1 — c2. On note x,y les images
respectives de X et'Y dans le quotient.

On pose A :=7Z[X,Y]/(Y? — P(X)) et soit I = (z —1,y,p).

On souhaite éclater W le long de V(I). D’apreés le Lemme 3.1.1.1(4), Uéclate-
ment W est recouvert par trois cartes affines. Calculons la premiére carte affine
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que ’on notera Spec(Ay). On note
Y12 AT /Ty, T3 /Th] — Az a

Y
/T — ——
2/1 r—1
p
Ts/T) — ——
3/Th 1

Posons y1 := 25 et p1 := 25, le calcul donne :

y? — P(x) = (z —1)? Zazx—l
2p—2

= (z—1)%} — (z —1)? Z airo(x —1)" —ag —ar(x —1)
=0

— (& —1)? l Zamx—l]—pa—éxx—n

2p—2
= (z - 1)? [y% =D (e — 1) —pi(1 - 02)1 :

=0

Ainsi donc, dans la A-algebre A, 1, y?—P(z) = 0 équivaut & y%—Z?ﬁEQ airo(x—
1)t —p1(1—c?) = 0. D’on, d’aprés le Lemme 3.1.1.1(4), Ay est la sous-A-algébre
de A,_1 donnée par

Z[X,Y]

A= m[yl,pl] = Zlz,y][y1, p1] = Z]x, y1, p1]

avec p = pi(z — 1) et y? = Z? 82 air2(z —1)" + p1(1 — ¢2). Ce qui termine le
calcul de la premiére carte affine.

De meéme, on calcule la deuziéme carte affine, notée Spec(Az). On pose

To 1= L;l et pg 1= ””le. Le calcul donne

2p
2 2 i
v = fe) =y* =) aiy'h
=0
2p—2
=y’ —y Z Qit2y'wy ™ — ag — aryws
=0

2p—2
_ y [1 _ Z az+2yl z+2‘| —p(l —Cg)yl'g

2p 2
= [1 - Z aipoy'ey ™ — (1 62)1721172] :
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Par un raisonnement similaire que pour la premiere carte, on trouve due As est
la sous-A-algébre de A, donnée par L]y, x2, p2] avecp = pay et 1 =3 ; pO aipoytabt? 4
(1 —c*)paas.

Enfin, si l'on note Spec(As) la troisiéme carte affine, et si l'on pose x3 :=

”T?l et y3 1= %, le calcul donne

'~ fx) =p°y5 — Zazpiwé
2p72
? ly§ - Z ai+2plfU§+21 — a1pr3
=0
2p—2
? [y — " aipap'alt? (1~ )x] .
=0

Ajz est donc la sous-A-algebre de A, donnée par Z[xs,ys], avec y3 = 212 8 Qipopiahti 4
(1—c?)as.

3.1.2 Cas général.

Définition 3.1.2.1. Soit X un schéma. Une Ox-algébre graduée B est un fais-
ceau quasi-cohérent de Ox -algebres, doté d’une graduation B = ©;>0B,,, ot les
B, sont des sous-Ox-modules quasi-cohérents. On dira que B est homogéne si,
de plus, By est finiment engendré et si (B1)"™ = By, pour tout n > 1.

Exemple 3.1.2.1. Soit X un schéma. Soit T un faisceau quasi-cohérent d’idéauz
et finiment engendré sur X. Alors B := ©,>0Z" est une Ox-algébre homogéne.

Etant fixée une Ox-algébre graduée B, supposons pour commencer que X
est affine : B(X) est alors une Ox (X)-algébre homogéne. On pose

Proj(B) := Proj(B(X)).
Pour chaque ouvert affine V de X, on a
Proj(B(V)) = Proj(B(X) ®o (x) Ox(V))
~ (Proj(B(X)) xx V.
Plus généralement, si X est muni d’un recouvrement affine (X;);, on pose
Proj(B|x,) := Proj(B(X;)).

De plus, étant donné 'existence et I'unicité des Proj(B)x,n Xj), on peut recoller
les Proj(B)x,) pour constituer le schéma Proj(B).

Lemme 3.1.2.1. [2/, §8.1.1; Lemme 1.8] Soit X un schéma et B une Ox-
algebre graduée. Il existe une unique structure de X-schéma f : Proj(B) — X,
telle que pour chaque ouvert affine U de X, on a un isomorphisme de U-schémas
Proj(B) ~ f=1(U), compatible avec la restriction & tout ouvert affine V. C U.
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Proposition 3.1.2.1. [2/, §5.1.3; Proposition 1.15] Soit X un schéma et soit Z
un sous-schéma fermé de X . Soiti : Z — X l'immersion fermée correspondante.
Si it est le morphisme Ox — i,Oz, alors Ker(i*) est un faisceau quasi-cohérent
d’idéauz sur X. La correspondance Z v~ Ker(i*) établit une bijection entre les
sous-schémas fermés de X et les faisceaux d’idéaux quasi-cohérents de X .

Remarque 3.1.2.1. Si X est un schéma, pour tout faisceau d’idéaux quasi-
cohérent J, on désignera par V(J) le sous-schéma fermé de X qui correspond
a J (cf. proposition précédente). En particulier, dans le cas affine, i.e. si X =
Spec(A), son sous-schéma fermé Spec(A/I) correspond par la bijection évoquée
dans la proposition précédente a l'idéal I (autrement dit, au faisceau d’idéaux
associé a l'idéal I). Or, Spec(A/I) =V (I), ce qui justifie la notation V(J) dans
le cas général.

Définition 3.1.2.2. Soit T un faisceau d’idéaux cohérent sur un schéma X
localement noethérien. Le X -schéma Proj(®,>0I"™) — X est l’éclatement de X
de centre V(I). Si X est affine, d’aprés la Remarque 3.1.2.1, cette définition
coincide avec la Définition 3.1.1.1.

Soit 7w : Y — X un morphisme de schémas et soit Z un faisceau d’idéaux
quasi-cohérent de X. On a un morphisme canonique 7*Z — 7*Ox = Oy.
L’image de 7*Z dans Oy est un faisceau d’idéaux quasi-cohérent sur Y. On le
note (771Z0y) ou, plus simplement, ZOy-.

Proposition 3.1.2.2. [2/, §8.1.1; Proposition 1.12] Soit X un schéma locale-
ment noethérien et T un faisceau d’idéauzr quasi-cohérent sur X. Soitm: X — X
léclatement de X de centre V(I). Les propriétés suivantes sont vraies :

1. Si T est un faisceau inversible sur X, alors m est un isomorphisme.

2. Le morphisme m est propre.

3. Soit Z — X un morphisme plat avec Z localement noethérien. Soit 77
léclatement de Z de centre TOyz ; alors Z = X Xx Z.

4. Le morphisme 7 induit un isomorphisme n~(X\V(I)) — X\V(Z). Si
X est integre, et si T # 0, alors X est intégre et m est un morphisme
birationnel.

Démonstration. 1. 7 étant un faisceau inversible sur X, pour chaque z € X,
il existe un ouvert U, de X contenant x et tel que Zjy;, ~ Ox y,. Pour
chaque z € X, on éclate U, le long de ZOy, = Zjy,. D’aprés le Lemme
3.1.1.1(1), comme Zjy, est principal, on a un isomorphisme U, — U,.
De plus, U, — X étant une immersion ouverte, ¢’est un morphisme plat.
On en déduit en utilisant le point (3) de ce présent lemme (ce point est
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indépendant des autres points) que Uy ~ 7~ 1(U,). On a alors :
X =71X)
= Uxexﬂ'_l(Uw)
A UxEXUw

=~ UwEXUw
= X.

2. 7 étant projectif par construction, il est alors propre.
3. Résulte directement du Lemme 3.1.1.1.(3).

4. Soit U = X\V(Z). Alors Zjy = Oy. Ainsi, comme Zj;; est un faisceau
inversible, il vient des points (1) et (3) appliqués au morphisme plat U —
X que le morphisme 771(U) = U — U est un isomorphisme.

O

3.2 Normalisation des courbes par éclatements de points.

Définition 3.2.0.1. Soit X un schéma intégre. Un morphisme w: X' — X est
dit morphisme de normalisation si X' est normal, et que tout morphisme
dominant f:Y — X, avec Y normal, se factorise par m

Y — X'
N
X
On appelle Y le normalisé de X.

Exemple 3.2.0.1. Soit A un anneau intégre et soit A’ sa cléture intégrale
dans Frac(A). Alors le morphisme Spec(A’) — Spec(A) induit par Uinjection
canonique A — A’ est un morphisme de normalisation. En effet, soit Y —
Spec(A) un morphisme dominant avec Y normal. Alors A — Oy (Y') est injectif.
De plus, comme Oy (Y) est normal, le morphisme A — Oy (Y) se factorise
par le morphisme A’ — Oy (Y') par définition de A'. Enfin, il est clair que le
morphisme A — A’ ainsi obtenu n’est autre que l’injection. Par conséquent,
Y — Spec(A) est la composition de Spec(A’) — Spec(A) et Y — Spec(A’).

Proposition 3.2.0.1. Soit X un schéma intégre. Il existe un morphisme de
normalisation w : X' — X, unique & isomorphisme prés (de X -schémas).

Démonstration. L’unicité est immédiate par la propriété universelle. Pour mon-
trer son existence, on se donne (X;); un recouvrement de X par des ouverts
affines. En utilisant ’Exemple 3.2.0.1, on construit pour chaque ¢ la normalisa-
tion 7; : X! — X;. Par 'unicité de la normalisation des X;N X}, on peut recoller
les X et ainsi obtenir une normalisation pour X. O
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Définition 3.2.0.2. Soit X un schéma localement noethérien. On note l’en-
semble des points réquliers de X par Reg(X) (le lieu régulier de X) et Uen-
semble des points singuliers de X par Sing(X) (le lieu singulier de X ). Si X est
une variété algébrique sur un corps, alors Reg(X) est un ouvert ([2/, §4.2.2;

Remarque 2.25]).

Comme application des éclatements, nous montrons qu’on peut calculer la
normalisée d’une courbe intégre projective X sur un corps k par un calcul ex-
plicite (la normalisée d’une courbe -ou d’une variété algébrique de maniére plus
générale- est une variété algébrique, cf. [24, §4.1.2 ; Proposition 1.27]). D’abord,
remarquons que dans ce cas, les notions de normalité et régularité coincident.
Supposons que X est singuliére et soit X; — Xy := X ’éclatement de X le long
de Sing(X) ? (muni de la structure de schéma réduit). Si X; est encore singulier,
on procéde a ’éclatement Xo — Xy de la méme maniére, ainsi de suite.

Proposition 3.2.0.2. [2/, §8.1.4 ; Proposition 1.26] Avec la notation ci-dessus,
la suite
=X, o X1 > o2 X=X

est finie. Autrement dit, on désingularise X avec un nombre fini d’éclatements
consécutifs.

3.3 Surfaces fibrées.

Définition 3.3.0.1. On appelle un S-schéma intégre projectif et plat X — S,
de dimension 2, une surface fibrée sur S. Nous dirons que X est une surface
fibrée normale (resp. réguliere) si X est un schéma normal (resp. régulier).

On distingue deux types de surfaces fibrées. Si dim .S = 0, alors X est une
surface algébrique intégre et projective sur un corps; on dira que c’est une
surface absolue. Si dim S = 1, on dira que c’est une courbe relative, c’est a dire
que ses fibres sont des courbes absolues (cf. le Lemme 3.3.0.1 ci-dessous).

Exemple 3.3.0.1. Soit m un entier non nul. On considére la surface suivante
[+ & = Spec(Z[z, y]/(xy* —m)) — Spec(Z).

X est intégre car xy? —m est irréductible dans Z[x,y|] qui est factoriel. En fait,
c’est une surface fibrée.
La fibre générique de X est

X = Spec(Q[z,y]/(zy* — m)) = Spec(Q[z,1/7]) = G, 0

et est donc intégre et lisse.
Pour chaque p € Z, on note X,, la fibre de X en pZ € Spec(Z). On a

X, = Fplz, y]/(zy®> —m).

2. Si X est une variété algébrique sur un corps k, Reg(X) est ouvert et donc Sing(X) est
fermé (|24, §4; Proposition 2.24 et Remarque 2.25|).
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Cette fibre est isomorphe a Fy[x,1/x] = G, r, si p ne divise pas m et est donc
lisse dans ce cas. Si p divise m, alors X, = F,[z,y]/(zy?) a deuzx composantes
irréductibles (y*> =0 et x = 0) et n'est pas réduite.

| | L
| | |

0 pfm p|m

FIGURE 1 — Les fibres de X sur Spec(Z).

Remarquons que dans cet exemple, les fibres de X sont des courbes. On a
en fait la propriété suivante :

Lemme 3.3.0.1. [2/, §8.5.1; Lemme 3.3]. Supposons que S est de dimension
1. Soit X — S une surface fibrée. Alors sa fibre générique X est une courbe
integre sur K (S) et pour chaque s € S, Xj5) := X x5 Spec(k(s)) est une courbe
sur k(s).

3.4 Désingularisation.

Définition 3.4.0.1. Soit X un schéma réduit et localement noethérien. Un
morphisme propre et birationnel m: Z — X, avec Z régulier, est appelé désin-
gularisation de X (ou résolution de singularités). Si m est un isomorphisme
au-dessus de chaque point régulier de X, on dira que c’est une désingularisa-
tion au sens fort.

Exemple 3.4.0.1. Soit X une courbe réduite sur un corps k. La normalisa-
tion X' — X est une désingularisation. Cela vient du fait qu’en dimension 1
sur un corps, un schéma normal est réqulier. Plus généralement, si X est un
schéma excellent, réduit et noethérien de dimension 1, alors une normalisation
est une désingularisation ([2/, §8.2.3; Théoréme 2.39(d)]). Ainsi, le probleme
de lexistence d’une désingularisation commence en dimension 2.
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Soit X un schéma excellent, réduit et noethérien de dimension 2. Considérons
la suite suivante de morphismes birationnels

o X1 2 Xy o2 X2 X (7)

ol X; — X est la normalisation de X, et pour chaque ¢ > 1, X;;1 — X est
la composition de I’éclatement X! — X; le long de Sing(X;)*® qu'on munit de la
structure de schéma réduit, et de la normalisation X;1 — X|. La suite s’arréte
dés lors que X, est régulier.

Théoréme 3.4.0.1 (Lipman). Soit X un schéma excellent, réduit et noethérien
de dimension 2. Alors la suite précédente est finie. En particulier, X admet une
désingularisation au sens fort.

Corollaire 3.4.0.1. [2/, §8.3.4 ; Corollaire 8.45] Supposons que S est excellent
et soit X — S une surface fibrée. Alors X admet une désingularisation au sens
fort.

On souhaite généraliser ce résultat dans le cas ot S n’est pas nécessairement
excellent. Commencons par le cas local. Soit R un anneau de valuation discreéte,
K son corps de fractions, R sa complétion et ¢t une uniformisante de R.

Lemme 3.4.0.1. [/, §8.3.4; Lemme 3.49] Soit X — Spec(R) une surface
fibrée de fibre générique X. Soit K = Frac(R). Les propriétés suivantes sont
vraies :

1. Supposons que X est régulier et que X admet une désingularisation. Alors
X = X Xgpec(K) Spec(K) est régulier.

2. Supposons X p régulier. Alors X admet une désingularisation au sens fort.
Plus précisément, la suite (7) est définie (i.e. les morphismes de normali-
sation sont finis et les lieux singuliers sont fermés) et est finie.

Remarquons que si K est un corps parfait, le premier point est vrai sans
I’hypothése de désingularisation de X. En effet, dans ce cas, la régularité de X
équivaut & sa lissité, et la lissité étant une notion relative, cela entraine sans
hypothése supplémentaire que Xy est régulier.

Théoréme 3.4.0.2. [2/, §8.5.4; Théoréme 3.50] Supposons que S est de di-
mension 1, et soit m : X — S une surface fibrée avec une fibre générique X
réguliére. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Le schéma X admet une désingularisation.

2. L’ensemble Reg(X) est ouvert et la courbe X x g Spec(Frac(Og.,)) est ré-
guliere pour tout point fermé s € S.

3. L’ensemble Sing(X) est contenu dans une “union finie de fibres fermées
Xsysoooy Xs,, et la courbe X xg Spec(Frac(Ogs,)) est réguliere pour tout
ie{l,.,r}

3. X étant excellent, Reg(X) est un ouvert par définition.
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4. X admet une désingularisation au sens fort. Plus précisément, la suite (7)
dans ce cas est définie et finie.

Démonstration. (1) = (2) Soit Z — X une désingularisation. Comme c’est
un morphisme birationnel, X’ contient un ouvert dense régulier. Donc Sing(X)
est contenu dans un nombre fini de fibres fermées, notons les &, , ..., X, . Pour
chaque 1 < i < n, on considére la surface fibrée X x Spec(Og ;) — Spec(Oss,)-
Pour chaque 1 < i < n, d’aprés [24, §8.2.3; Corollaire 2.38], Reg(X x Spec(Os s;)
est ouvert et donc Reg(Xs,) est ouvert. On en déduit que Reg(X') est ouvert.

D’autre part, X’ x g Spec(Frac(Og,s)) est régulier par hypothése. Comme de plus
X se désingularise (en particulier au-dessus de s), il vient du Lemme 3.4.0.1(1)

que X xg Spec(Frac(Og.,)) est régulier.

(3) = (2) Par le méme raisonnement que précédemment, on montre que
Reg(X) est ouvert. Pour chaque s € S tel que Xs C Reg(X), X' x g Spec(Frac(Og,s))
est régulier et X se désingularise au-dessus de s puisque les points de X5 sont
réguliers. On peut alors de nouveau conclure en utilisant le Lemme 3.4.0.1(1).

(2) = (3) Evident.

(2) = (4) Soit f : X1 — X le morphisme de normalisation. Pour
chaque s € S, le changement de base X; xg Spec(Ogs) = X xg Spec(Og,s)
est une normalisation (la normalisation commute avec le changement de base
Spec(Ogs) — S). Comme X xg Spec(Frac(Og,,)) est régulier par hypothése,
le dernier morphisme de normalisation est fini par le Lemme 3.4.0.1(2). Donc
f est un morphisme fini. Comme &7 — X est birationnel, par le méme rai-
sonnement qu’aux points précédents, on déduit que Sing(X;) est contenu dans
un nombre fini de fibres fermées. On peut alors conclure comme précédemment
que Reg(X}) est ouvert. Donc Sing(X;) est fermé et fini (il ne contient aucun
point de codimension 1). Par conséquent, la suite (7) est bien définie. De plus,
cette suite est finie en appliquant le Lemme 3.4.0.1(2) au nombre fini de fibres
contenant Sing(X’). Remarquons que 1’éclatement commute avec le changement
de base Spec(Og,s) — S.

(4) = (1) Evident.
O

Corollaire 3.4.0.2. [2/, §8.3.4 Corollaire 3.51] Supposons que S est de di-
mension 1 et soit X — S une surface fibrée de fibre générique lisse X. Alors X
admet une désingularisation au sens fort.

Démonstration. Par [24, §8.3.1; Proposition 3.11], X — S est lisse au-dessus
d'un ouvert non vide V' de S et Xy est lisse au-dessus de k(s) sauf pour
un nombre fini de fibres fermées de X. Donc Xy := X xg V est régulier et
Sing(X) est contenu dans un nombre fini de fibres fermées. De plus, X étant
lisse, le produit fibré X x g Spec(Frac(Qg,)) = X X Spec(K) Spec(Frac(Og,,)) est
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régulier. Ainsi, le point (3) du Théoréme 3.4.0.2 est vérifié et on peut tirer la
conclusion. 0

Exemple 3.4.0.2. [2/, §8.5./; Exemple 3.53] Soit R un anneau de valuation
discréte avec une uniformisante notée t, un corps résiduel noté k et un corps de
fractions noté K. Soit a € R un élément non-nul. Considérons

X = Spec(R]z,y]/(xy — a)).

Le but de cet exemple est d’illustrer la désingularisation de X en utilisant la
suite (7).

Le morphisme X — Spec(R) est lisse si et seulement si Xz := X Xgpec(R) Spec(k)
est réqulier ([2/, §4.2.2; Corollaire 2.17]). Le critére jacobien montre que si a
est inversible, A3 n’a pas de points singuliers. En revanche, si a n'est pas inver-
sible, X est régulier, sauf peut-étre au point (0,0) de la fibre spéciale.

Sivaly est la valuation dans Uanneau de valuation discréte R, et si vali(a) =
1, alors dans ce cas X est régulier. En effet, le seul point potentiellement sin-
gulier est le point (Top = 0,7, = 0) de la fibre spéciale, et comme zoyo = ut? et
a = u't avec u,u’ € R*, ce point ne vérifie pas l’équation xy = a et n’est donc
pas un point de la surface considérée.
Si valg(a) > 2, on écrit a = u”t¢ avec w' € R* et e > 2. Dans ce cas,
X est normal car X est normal (car régulier) et Xy est réduite (car intégre)
[24, §4.1.1; Lemme 1.18]. On note M = (z,y,t) l’idéal mazimal correspondant
au point (0,0) de la fibre spéciale. Soit X1 — X Uéclatement de X le long de
V(M). Par le Lemme 3.1.1.1(4), X1 est recouvert par trois cartes affines notées
Spec(A4;), i € {1,2,3} :

— En posant x1 = % et yy = ¥, on a Ay = Rz, y,x1,91] = R[z1,y1] avec
vy =t
— En posant xo = x, y2 = ¥ et ty = %, As = Rlxa,y2,ta], avec yo =
xe_2teu”
2 lLou”.

— Et enfin, en posant x5 = %, ys =y et tz = i, on a Az = R[zrs,ys,t3], avec
T3 = y5 *t5u’.

Le seul point potentiellement singulier appartenant a la fibre spéciale se trouve
sur la premiére carte et est le point (T1 = 0,971 = 0). On peut alors écrire
Ty = vt?, avec v € R*. Ainsi, sie = 2 ou e = 3, ce point nest pas sur
la surface considérée et cette dermiére est donc sans points singuliers, donc
régulicre. Si e > 4, lidéal mazimal M’ = (x1,y1,t) est un point singulier
sur la premiére carte car dimpM'/M'™? = 3 et la dimension de l’anneau lo-
cal (R[z1,y1]/(z1y1 — t°%u)) pe est au plus 2.
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Remarquons au passage que Spec(Ay) a une écriture similaire a X, avec e
remplacé par e — 2. Son éclatement le long de l’idéal M’ est fait de la méme
maniére que l'éclatement X1 — X. On wvoit alors qu’apreés [e/2] éclatements
successifs des points singuliers, on finit par obtenir une désingularisation Z — X

de X.

3.5 Existence d’un modéle régulier pour une courbe lisse.
Pour cette partie, on supposera S affine S := Spec(A4), avec K = Frac(A).

Définition 3.5.0.1. Soit C' une courbe lisse, projective et géométriquement
connexe sur K. On appelle modéle de C sur S une surface fibrée normale C, de
fibre générique C. On dira que c’est un modéle régulier si la surface fibrée en
question est un schéma régulier.

Exemple 3.5.0.1. Soit E une courbe elliptique sur K. Elle admet une équation
homogeéne du type

022 + (a1u + azz)vz = u® + agu’z + aguz® + ag2®. (8)

Si les a; € A, on associe alors a E le S-schéma
W = Proj(A[u, v, 2]/ (v*2 + (a1u + azz)vz — (u® + agu®z + aguz® + agz®)))

que l'on appelle le modele de Weierstrass de E sur S, associé a l’équation (8).

W est un modeéle de E.

Exemple 3.5.0.2. Soit C une courbe normale et projective sur K, définie
par des polynémes homogénes Fy, ..., Fy,, € Kl[Ty,...,T,]. Supposons que S =
Spec(A). En multipliant les polynomes F; par des éléments de A\{0} si néces-
saire, on peut supposer que les F; sont a coefficients dans A. Si, par chance, le
schéma Cy := Proj A[To, ..., Tn]/(F1, ..., Fy,) est normal, c’est alors un modéle
de C sur S car sa fibre générique est isomorphe a C ([2/, §3.1.2; Proposition

1.9)).

Proposition 3.5.0.1. Soit C' une courbe lisse et projective sur K. Alors C
admet un modéle régulier sur S.

Démonstration. Soit Cy comme dans I’Exemple 3.5.0.2 et soit C la normalisée de
Co- Alors C — S est une surface fibrée de fibre générique isomorphe a C. C étant
lisse, on sait d’apreés le Corollaire 3.4.0.2 que C admet une désingularisation ; on
obtient ainsi un modéle régulier de C' sur S. O

3.6 Modéle minimal.

Supposons que S est de dimension 1 et soit X — S une surface fibrée nor-
male. Si X' est munie d’un morphisme birationnel f : X — ) et si E est une
courbe verticale sur X telles que 'ensemble f(F) est réduit & un point, on ap-
pelle f une contraction de E. Si cette derniére existe, alors elle est unique ([24,
§8.3.3; Proposition 3.28]).
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Définition 3.6.0.1. Soit X une S-surface fibrée. Un diviseur premier E sur X
est dit diviseur exceptionnel, s’il existe une surface réguliere Y — S et un
morphisme f : X — Y de S-schémas, tels que f(E) est réduit & un point, et
que f: X\E — Y\f(E) est un isomorphisme. En d’autres termes, un diviseur
exceptionnel est une courbe intégre verticale pouvant étre contractée en un point
régulier.

Exemple 3.6.0.1. L’éclatement X — X := Spec(A) de la surface X de centre
V(J) =J, avec J un idéal mazimal de A, donne lieu au diviseur exceptionnel
f~Y(J). Réciproquement, la contraction f : X — Y de E est ’éclatement de
Y le long du point f(E). En effet, d’aprés [2/, §9.2.1; Théoréeme 2.2/, tout
morphisme birationnel entre deux surfaces fibrées réguliéres est une succession
d’un nombre fini d’éclatements, et comme E est irréductible par définition, alors
il provient de l’éclatement d’un point fermé ([2/, §9.2.1; Corollaire 2.3]).

Une surface fibrée réguliére X — S a une infinité de surfaces fibrées réguliéres
auxquelles elle est birationnellement équivalente sans leur étre isomorphe. On
voudrait déterminer un élément canonique dans une telle classe de morphismes
birationnels.

Définition 3.6.0.2. On dira qu’une surface fibrée X — S est relativement
minimale (ou plus simplement, minimale), si elle ne contient pas de diviseur
exceptionnel. D’apres [2/, §9.2.1; Théoréeme 2.2] rappelé précédemment, cela
correspond & ce que tout morphisme birationnel de surfaces fibrées X — Y soit
un isomorphisme.

Théoréme 3.6.0.1. [2/, §9.5.8; Théoréme 3.21] Supposons que S est de dimen-
sion 1 et soit X — S une surface fibrée. Supposons que le genre arithmétique de
sa fibre générique X est supérieur ou égal a 1. Alors X admet un unique modéle
minimal au-dessus de S, & isomorphisme prés.

Conclusion. Ainsi donc, si S est un anneau de Dédekind de dimension 1
et K son corps de fonctions, si ’on veut construire le S-modéle régulier minimal
d’une K-courbe projective et lisse X de genre > 1, on commence d’abord par
en construire un S-modéle régulier a partir d’'un S-modéle de X en le désingu-
larisant par des éclatements. Ensuite, on procéde a la contraction des diviseurs
exceptionnels produits par les éclatements pour obtenir une surface minimale.
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4 Foncteur de Picard et modéles de Néron.

On fixe un schéma S.

Ce chapitre contient deux parties essentielles. La premiére sera consacrée a
I’étude du foncteur de Picard relatif d’un S-schéma X, construit en faisceauti-
sant, par rapport & la topologie fppf, le foncteur

Px/s : (Sch/S) — (Ens)
T Pic(X x5 T)

Nous verrons ensuite que la rigidification des fibrés en droites fournit un
faisceau qui s’identifie au foncteur de Picard relatif, sans faire recours & la fais-
ceautisation.

Dans un second temps, on définira les modéles de Néron sur un schéma de Déde-
kind et on terminera par la preuve de ’existence de ce dernier pour une variété
abélienne (Théoréme 4.4.0.1).

Ensuite, on consacrera une partie & I’étude du lien entre le foncteur de Picard
relatif d’un modéle régulier d’une courbe et le modéle de Néron de la Jacobienne
de la courbe en question. En particulier, le Théoréme 4.5.0.2(2) identifie les com-
posantes identités des deux schémas en groupes sus-cités (dans notre contexte
spécifique).

Enfin, la fin du chapitre a pour but de permettre le calcul explicite du groupe
des composantes de la fibre spéciale du modeéle de Néron de la Jacobienne d’une
courbe. Comme on le verra un peu plus loin, le Lemme 6.3.2.1 fournit une condi-
tion suffisante -portant sur le cardinal de ce groupe des composantes- pour le
prolongement des torseurs en torseurs fppf.

Ce chapitre s’inspire essentiellement de [10].

4.1 Construction du foncteur de Picard relatif.

Pour un schéma X, on note Pic(X) = H'(X,0%) le groupe des classes
d’isomorphismes de faisceaux inversibles sur X. On 'appelle le groupe de Picard
absolu.

Fixons une base S et soit X un S-schéma. On considére le foncteur

Pxs ¢ (Sch/S) — (Gp), T Pice(X x5 T)

de la catégorie (Sh/.S) des S-schémas dans la catégorie des groupes commutatifs.
On rappelle que si (Sh/.S) est muni de la topologie de Zariski, un préfaisceau F
de (Sch/S) dans (Gp) est un faisceau pour cette topologie si, pour toute famille
couvrante (T; — T'), le diagramme suivant

F(T) = [[F(T) = ] F@inT) (9)

.3
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est un égaliseur (ou la premiére fleche est induite par les restrictions resy,  :
F(T) — F(T;) et les fleches paralléles sont induites par les fleches rest,nT;,T; et

reST,iﬁTj,Tj )

Si (Sch/S) est muni de la topologie fppf (resp. étale), on demandera de plus
a ce que, pour chaque S-morphisme fppf (resp. étale) T/ — T, le diagramme
suivant

F(T) = F(T') = F(T' x7 T')

soit un égaliseur (ou les fleches paralléles sont induites par les deux projections
de T X7 T' dans T").

Cela est équivalent & demander a ce que toute famille couvrante de mor-
phismes fppf (resp. étales) (T; — T'), donne lieu a un égaliseur

F(T) = [[F(T) = [ F(T <o T)).

4,3

Soit F' un foncteur contravariant de (Sch/S) dans (Gp), représentable par un
S-schéma X. Alors F'(T) = Homg(7, X ). Comme les morphismes sur X peuvent
étre définis localement pour la topologie de Zariski, il vient immédiatement que
pour tout recouvrement ouvert {T;} de T, la suite (9) est exacte. F' est donc un
faisceau pour la topologie de Zariski. Plus généralement, nous avons le résultat :

Proposition 4.1.0.1. [10, §8.1 Proposition 1] Soit F un foncteur contravariant
représentable de (Sch/S) dans (Ens). Alors F est un faisceau pour les topologies
foof, étale et Zariski.

Maintenant, il n’est pas difficile de voir que Px,g n’est pas un faisceau,
méme pas pour la topologie de Zariski. En effet, pour un S-schéma T, soit L
un fibré en droites sur 7" dont le pull-back & Xr n’est pas trivial ; soit {T;}; un
recouvrement par des ouverts de T' qui trivialise L. Alors le pull-back de L sur
X7 xp T; est trivial pour tout .

C’est pourquoi nous procédons a la faisceautisation de ce foncteur :

Définition 4.1.0.1. Le faisceau fppf associé au foncteur
Px/g : (Sch/S) — (Ens), T — Pic(X xsT)
est appelé le foncteur de Picard relatif de X sur S, et est noté Picyg.

Le procédé de faisceautisation est expliqué dans [10, p 201].

Concrétement, si T' est un S-schéma, alors on peut décrire un élément ¢ de
Picx/s(T') en donnant un morphisme fppf 7" — T et un fibré en droites L sur
X7 x7T" tel que les deux pull-backs de L sur X¢ X7 (T" x7T") sont isomorphes.
Réciproquement, si ’'on dispose d’un autre morphisme fppf U’ — T et d’'un
fibré en droites M sur X1 x7 U’ dont les deux pull-backs & X7 x1 (U’ x1 U")
sont isomorphes, alors (T" — T, L) et (U’ — T, M) définissent le méme élément
de Picx/g(T), si U’ et T" admettent un raffinement commun sur lequel les fibrés
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en droites L et M deviennent isomorphes.

D’autre part, si ¢ € Picx,/g(S) est induit par le pull-back sur X d’un fibré
en droites L sur S, et si 'on se donne un recouvrement {S;} qui trivialise L,
alors le pull-back de L sur X xg S; est trivial pour tout i, et comme Picx/g
est un faisceau, cela implique que ( est trivial. La réciproque n’est pas toujours
vraie, i.e. les éléments triviaux de Picx/, 5(S) ne proviennent pas tous de S.

Proposition 4.1.0.2. [10, §8.1; Proposition 3] Supposons que f : X — S
est propre et de présentation finie. Soit ¢ € Picx,s(S) un élément induit par
un fibré en droites L sur X. Alors { est trivial si et seulement s’il existe un
recouvrement ouvert {S;}; de S tel que L se trivialise sur X Xg S; pour chaque
i.

Supposons que f : X — S est quasi-compact et quasi-séparé et soit 1" un
S-schéma. Notons fr : X7 — T. La suite spectrale de Leray, associée a fr et
G, 1, donne lieu & la suite exacte

0= Hp o (T, 1,0 (Cm,)) = Hpp o (X7, Gy v) = HY o (T, R f1,4 (G 7)) —

H3 ¢ (T fr,4(Gm 1)) = HF o (X1, G 7).

. ICi, H}ppf(XT’ vaT) = PIC(XT) (par [ , P 203]) et H?ppf(T’ Rilny*(GT"hT)) =
Picx,s(T) (par [10, p 202]). Si de plus, f.(Ox) = Og est vérifié universellement,
i.e. pour tout changement de base S’ — S, alors fr.(Ox,) = Or, et donc,
H}ppf (T, fr,«(Gm,1)) = Pic(T). La suite exacte précédente devient alors

0 — Pic(T) = Pic(X xsT) = Picx;s(T) = H7pp (T, Gur) = Hpp (X1, G 7).

Si de plus, f: X — S admet une section, alors la derniére fléche dans la suite
exacte précédente est injective. Ainsi, en ce cas, on a une suite exacte

0 — Pic(T) — Pic(X x5 T) — Picx/s(T) — 0. (10)

En particulier, on peut identifier dans ce cas le foncteur de Picard relatif Picx s
au foncteur
(Sch/S) — (Ens) T+ Pic(X xgT)/Pic(T).

4.2 Rigidification.

Pour construire le foncteur de Picard relatif Picx /g, on peut aussi rigidifier
les objets que I'on souhaite classifier.

Supposons ici que le morphisme f : X — S est quasi-compact et quasi-
séparé, que f.(Ox) = Og est verifié universellement et que f admet une section
€: S — X. Soit L un fibré en droites sur Xy pour un S-schéma 7. Alors, en
notant e : T — Xrp la section induite par €, on entend par rigidification de
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L le long de ep, la donnée d’un isomorphisme a : O = epL.

Soit (L1, aq) et (La, ae) deux fibrés en droites sur X7, munis chacun d’une
rigidification le long de er. Un morphisme de fibrés en droites (Li,cq) et
(La, ap) rigidifiés est un morphisme de fibrés en droites h : L; — Lo véri-
fiant (eh) o g = ag.

En particulier, les fibrés en droites rigidifiés n’admettent pas d’automor-
phismes non-triviaux. En effet, un automorphisme de (L, ) est un automor-

phisme & : L = L tel que
(erh)oa: O = el = ehl

est égal a . D’ou €:h = 1. D’autre part, comme on peut trivialiser L loca-
lement, se donner un endomorphisme de L localement revient & se donner un
endomorphisme de Ox, localement. Par conséquent, se donner un endomor-
phisme de L est équivalent & se donner un endomrphisme de Ox,., et donc, une
section globale de I'(Xy, Ox,) = I'(T, fr.(Ox)) = I'(T, Or). Par conséquent,
h e T'(T,Or) et ainsi e5h = h = 1.

On définit le foncteur Pic;“/} g * (Sch) — (Ens) par

PicTXi? 5(T') ={classes d’isomorphismes de fibrés en droites rigidifiés sur X7 }.

La structure de groupe a larrivée est donnée par (L, ) ® (M, 8) = (L ® M,~),
avec
vy=a®pB:0r = e L Qo epM = ep(L o M).

Si L est un fibré en droites sur X7, remarquons que L @ fi(ek(L™1)) est
un fibré en droites rigidifi¢ sur Xr. En effet, en(L @ fr(e5L71)) = el ®
e (frenl ™)) = erL @ e L7 = Ox, (ici on a utilisé le fait que e f5 =
(froer)" =id").

On peut donc définir un morphisme

Pic(Xr)/ Pic(T) = Picyls L= L fi(ep(L7")) (11)

qui est en fait un isomorphisme. En effet, soit ¢ un élément de Pic(Xr)/ Pic(T)
et soit L un fibré en droites sur Xt qui le représente. Alors le fibré en droites
L ® fi(en(L™1)) le représente aussi puisque la classe de frei(L™1) est triviale
dans Pic(X7)/ Pic(T). On montre alors sans difficulté que le morphisme induit
par _

Picgzﬁ;s — Pic(X7), (L,a)— L
est I'inverse du morphisme (11).

Nous en déduisons alors que Pic;j’ g est canoniquement isomorphe au fonc-

teur de Picard relatif, dans les hypothéses envisagées. PicTXi;J g est donc automa-
tiquement un faisceau.
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4.3 Représentabilité du foncteur de Picard.

Si K est un corps et G un K-schéma en groupes commutatif et localement
de type fini, alors G posséde un plus petit sous-groupe ouvert connexe, sa com-
posante neutre G° |14, Exposé VIA ; §2|. Plus généralement, si 7' est un schéma
et G un T-foncteur en groupes commutatif, dont les fibres sont représentables
et localement de type fini (comme Picx/p avec X — T propre), on définit GO
comme étant le sous-foncteur de GG, constitué des éléments dont chaque restric-
tion aux fibres appartient & GY := G x7 Spec(k(t)), avec k(t) le corps résiduel
ent e T.Si G = Picy,r, alors Gy = Picx,p x1 Spec(k(t)) = Picx, /i)-

Dans cette partie, on s’intéressera a la représentabilité du foncteur de Picard
par un schéma. Pour que Picx,s soit représentable par un S-schéma, il est
nécessaire de mettre des conditions sur le morphisme structural X — S. Nous
recensons ici les cas importants.

Proposition 4.3.0.1. [20, n.232; Théoréme 3.1] Soit f : X — S un morphisme
projectif et de présentation finie. Supposons que f est plat et que ses fibres
géométriques sont réduites et irréductibles. Alors Picx g est représentable par
un S-schéma séparé, qui est localement de présentation finie sur S.

Théoréme 4.3.0.1. ([27] et [29]) Soit X un schéma propre sur un corps K.
Alors Picx /g est représentable par un schéma qui est localement de type fini sur
K.

Il découle de lisomorphisme (11) que les éléments de Pick /s(T) corres-
pondent aux fibrés en droites rigidifiés et de degré relatif zéro, i.e. les fibrés
en droites dont la restriction & chaque fibre géométrique de X xgT — T est de
degré zéro.

Soit K un corps et C' une K-courbe projective lisse et géométriquement
connexe. Pick /i est alors une variété abélienne, dite la Jacobienne J de C'.
Dans ce cas, d’aprés le Théoréme 4.3.0.1, le foncteur de Picard relatif Picc g
est représentable par un K-schéma que nous notons de la méme maniére. On a
alors

PIC%;}? (T) ~ PiC%/K (T) = Homg schemas (T7 Pic%/K) (12)

pour chaque K-schéma T'.

Si on pose T := Pic%/K, alors la fleche identité 1 : PicOC/K — Pic%/K
correspond d’aprés (12) a un fibré en droites Px sur C' X J, qui est donc un
fibré en droites rigidifié de degré relatif 0. On I'appelle le fibré de Poincaré
sur C' x J.

En écrivant explicitement la condition de représentabilité du foncteur de Picard
relatif, on trouve que le fibré de Poincaré a la propriété universelle suivante : a
tout fibré en droites rigidifié L de degré nul sur C', correspond par définition un

unique élément de Pic%;ig (T'), donc un unique morphisme de schémas f : T —

Picg, x = J, et on a (ide x f)*Pk ~ L.
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4.4 Modéles de Néron.

Dans cette partie, la base S est un schéma de Dédekind, et pour simplifier
les notations, on notera ici par K le corps des fonctions K(.5).

Définition 4.4.0.1. Soit X un K-schéma lisse séparé et de type fini. Un mo-
déle de Néron X de X est un schéma lisse séparé et de type fini sur S, tel que
pour tout S-schéma lisse ), la propriété suivante (dite propriété de Néron) est
satisfaite : le morphisme de restriction

Homg (Y, X) — Homg (Y, X)
est bijectif.

Proposition 4.4.0.1. [10, §1.2; Proposition 2] Soit X un S-schéma lisse et
séparé, modeéle de Néron de sa fibre générique X . Alors :

1. X est déterminé de maniére unique par X, a isomorphisme prés.

2. La construction du modéle de Néron commute avec le changement de base
étale, i.e. si 8" — S est un morphisme étale de schémas de Dédekind, et
st K := K(S') est le corps de fonctions de S', alors Xgr = X xg S’ est le
modeéle de Néron sur S" du K'-schéma X = X Xgpeo(i) Spec(K').

Démonstration.

1. Cela provient immédiatement de la propriété de Néron.

2. 11 faut montrer la propriété de Néron pour Xs:. Soit )}’ un S’-schéma
lisse de fibre générique Y’, et soit un K’-morphisme Y’ — Xx.. En com-
posant ce dernier morphisme avec la projection X'x» — X, on obtient
un K-morphisme Y’ — X, qui se prolonge de maniére unique en un S-
morphisme )’ — X, étant donné que X est le modele de Néron de X et
que )’ est lisse au-dessus de S (car c’est la composition du morphisme
lisse )/ — S et du morphisme étale S” — S). Le S-morphisme )’ — X
induit un S’-morphisme )’ — Xg/ et ce dernier est une extension unique
du K’-morphisme Y/ — Xg-.

O
La notion de modeéle de Néron est une notion locale, en effet :

Proposition 4.4.0.2. [10, §1.2; Proposition 4 et Lemme 5] Soit X un S-
schéma de type fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. X est le modéle de Néron de sa fibre générique.

2. Pour chaque point fermé s € S, le Og s-schéma X xg Spec(Os,s) est le
modele de Néron de sa fibre générique
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Dans la premiére situation de la proposition précédente, on dira que X est un

modele de Néron global de X ; et dans le deuxiéme point, les schémas X x g Og s
sont dits les modéles de Néron locaux de X. En fait, ’existence du modéle de
Néron global entraine, par la proposition précédente, ’existence des modéles
de Néron locaux. Inversement, une fois les modéles locaux construits, il faut
trouver un moyen de les recoller au-dessus de S. Toutefois, le résultat ne sera
pas forcément de type fini et donc pas un modéle de Néron de la fibre générique
X.
Cependant, dans le cas ot X est une variété abélienne, ’existence des modéles de
Néron locaux entraine celle du modéle de Néron global (cf. [10, §1.4]). Ce dernier
cas est d’ailleurs celui qui nous intéressera dans cette thése. Il est important de
noter que la structure de groupe est préservé par le modéle de Néron :

Proposition 4.4.0.3. Soit X un S-schéma qui est le modéle de Néron de sa
fibre générique X . Supposons que X a une structure de K-schéma en groupes .
Alors la structure de groupe de X s’étend de maniére unique en une S-structure
de schéma en groupes sur X.

Démonstration. La propriété de Néron permet de prolonger la loi de groupe de
X a X. En effet, la section unité par exemple Spec(K) — X se prolonge en une
section unité S — X car S est un S-schéma lisse. De méme, la loi de groupe sur
X se prolonge sur X car X xg X est un schéma lisse sur S. O

Théoréme 4.4.0.1. [10, §1.3; Corollaire 2]. Supposons que S = Spec(R) ot
R est un anneau de valuation discréte, et soit A une variété abélienne sur K =
Frac(R). Alors A admet un modeéle de Néron sur R.

Proposition 4.4.0.4. [10, §1.4 ; Proposition 1] Soit X un schéma séparé lisse
et de type fini sur K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. X admet un modéle de Néron global X sur S.

2. Il existe un ouvert dense S’ C S tel que X admet un modéle de Néron sur
S’ et des modéles de Néron locaux sur ’ensemble fini des points S — S’.

Démonstration. (1) = (2) est évident en prenant S’ = S.

Montrons (2) = (1) Soient s1, ..., 8, les points fermés de S — S’ et soient X’
le modeéle de Néron de X au-dessus de S’ et X, les modeles de Néron locaux
de X au-dessus de k(s;).

En utilisant [10, §1.2; Lemme 5], pour chaque i € {1,...,n}, il existe un ouvert
S; de S ou &, se prolonge en un schéma lisse séparé et de type fini X;. Comme
X' et X; coincident sur la fibre générique, ils coincident alors sur un ouvert de S’
contenant cette derniére. En enlevant un nombre fini de points fermés de S;, on
peut évidemment supposer que S; N (S —5") = {s;} et que X’ et X; coincident
sur S’ N S; (quitte a rendre plus petit S;). On peut donc recoller les X; avec X’
sur les S’ N S; et cela donne un schéma lisse séparé et de type fini X', au-dessus
de S, tel que X xg 8" = X' et X xg Spec(Og,s;) = Xs,. On conclut en utilisant
la Proposition 4.4.0.2. O
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Remarque 4.4.0.1. [10, §1./; Théoréeme 3] On peut étendre le résultat du
Théoreme 4.4.0.1 en remplagant Spec(R) par le schéma de Dédekind S et en
le supposant connexe. En effet, en utilisant la Proposition 4.4.0.2, il suffit pour
cela de trouver un ouvert dense S’ de S ou A admet un modéle de Néron.

En fait, on montre que A a bonne réduction sur presque tous les points fermés
de S. Par conséquent, A admet un prolongement en un schéma lisse propre,
i.e. en un schéma abélien, au-dessus de chacun de ces points. On peut méme
montrer qu’il existe un ouvert dense S’ C S ou A s’étend en un schéma abélien.
Or, d’apres, ([10, §1.4; Proposition 2]), si S est supposé connexe, ce schéma
abélien est un modele de Néron de A sur S’.

4.5 Foncteur de Picard et modéle de Néron de la Jaco-
bienne.

On fixe pour cette partie R un anneau de valuation discréte, de corps de
fractions K et de corps résiduel k. Soit X’ une surface fibrée sur R, dont la fibre
générique est une courbe X, lisse et géométriquement connexe. On rappelle que
dans ce cas, le schéma en groupes Pic% /k @ une structure de variété abélienne,
que l'on appelle la Jacobienne de X et que 1’on note J.

D’aprés le Théoréme 4.4.0.1, la Jacobienne admet un modéle de Néron J sur R.
Dans cette section, nous verrons le lien entre ce modéle de Néron et le foncteur
de Picard relatif associé a X.

Remarquons pour commencer que le foncteur de Picard Picy g satisfait a
une propriété similaire a la propriété de Néron. En effet, supposons ici que
X admet une section. Soit 7 un R-schéma lisse de fibre générique T, et soit
ug : T — Picx,x un K-morphisme. D’aprés la suite (10), ux correspond & un
fibré en droites (x sur X Xgpec(x) T’ qui se prolonge en un fibré en droites sur
X Xgpec(r) T'5 dés lors que X" est supposé régulier. Ainsi, en cette situation, ux
se prolonge en u : T" — Picy,g, avec u unique si Picy /g est séparé. La méme
propriété demeure vraie pour Picgc /R S X est géométriquement irréductible. Si,
de plus, nous savons que Picg( /R est lisse et séparé, ce dernier va alors coincider
avec le modeéle de Néron de la Jacobienne de X ([10, §9.5; Théoréme 1]). En
particulier, en ce cas, la fibre spéciale du modéle de Néron de la Jacobienne est
connexe.

Dans le cas général, Picg( /R n’est pas représentable par un schéma et on
ne peut pas s’attendre a ce qu’il soit le modéle de Néron de la Jacobienne.
De plus, méme s’il existe en tant que schéma et qu’il est lisse, d’aprés [10,
§8.4; Proposition 2|, le morphisme canonique Picgf /r — J , prolongeant sa
fibre générique, n’est pas surjectif en général. Pour corriger cela, nous le rem-
plagons par P C Picy /g, le sous-faisceau qui consiste en tous les fibrés en
droites de degré total 0 (c’est aussi, par définition, le noyau du morphisme de-
gré deg : Picy/r — Z). On remarque par ailleurs, que la fibre générique de P
coincide avec celle de Pic% /Rr» & savoir, la Jacobienne J.
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Nous passons ensuite au plus grand quotient séparé de P* et ce, en quotien-
tant P par Padhérence schématique® E dans P de la section unité Spec(K) —
Picx,/x. Remarquons pour finir que la fibre générique de P/E est isomorphe &
la Jacobienne J.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.5.0.1. [10, §9.5; Proposition 3] Soit X un R-modéle propre et
plat de fibre générique X. Alors le quotient P/ E est représentable par un schéma
lisse et séparé sur R. De plus, P — P/E est un isomorphisme sur la fibre gé-
nérique, a savoir, J.

Théoréme 4.5.0.2. Soit X une K-courbe projective lisse et géométriqguement
conneze et soit X un R-modéle régulier de cette derniére. Supposons, de plus,
que X admet une section, et notons par J sa Jacobienne. On a alors :

1. Le schéma P/E est le modéle de Néron de la Jacobienne J de X.

2. Soient X1,..., X, les composantes irréductibles de Xy. Pour chaque i €
{1,...,n}, soit &; la multiplicité géométrique de X; dans Xy, (voir la Dé-
finition 4.6.0.1). Supposons que le pged des 6; est 1. Alors Pic?wR est
séparé, et la projection P — P/E induit un isomorphisme Picg{/R - J9°,
ot J désigne le modéle de Néron de J et J° sa composante identité.

Démonstration. [10, §9.5; Théoréme 4]. O

4.6 Groupe des composantes.

Soit R un anneau de valuation discréte strictement hensélien, de corps de
fractions K, et de corps résiduel k.
Soit X un R-modéle régulier d’une courbe projective lisse et géométriquement
connexe X. Supposons de plus que X admet une section.
Définition 4.6.0.1. Soit I = {1,...,n} et soit (X;)icr la famille des compo-
santes réduites et irréductibles de Xj,. On note k la cloture algébrique de k.
Pour chaque i € {1,...,n}, on note n; € Xy le point générique correspondant
X;. On a les définitions suivantes :

— La multiplicité d; de X; dans X}, est la longueur de l'anneau local artinien
OXkﬂh‘ :

— La multiplicité géométrique §; de X; dans X est la longueur de l’anneau
local artinien Ox_z;, ou 7; est le point de Ay := X Xgpee(r) Spec(k) au-
dessus de n;.

4. voir [10, p 265] pour la définition de la notion de séparabilité pour un foncteur
5. la notion d’adhérence schématique a un sens méme si P n’est pas représentable, cf. |
p 265-266].

)
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— Enfin, on note e; la multiplicité de X;, qui correspond a la longueur de
OX@W7 ot X; 7 1= X; Xgpec(k) Spec(k).

Nous faisons remarquer au passage, que ces définitions ne dépendent pas du
choix de 7j;. De plus, pour tout i € {1,...,n}, on a d’aprés, [10, §9.1; Lemme 4],
la relation

Soit £ un fibré en droites sur X. Pour chaque ¢ € {1,...,n}, on peut alors
considérer le degré partiel deg,L de £ sur la composante Xj.
En particulier, on peut définir le morphisme

p:Pic(X) = 21 L (e] .degi(L))ier

Soit D le groupe des diviseurs de Cartier sur X & support sur X et de degré
total égal a 0. On obtient alors en composant p avec le morphisme canonique
D — Pic(&X), le morphisme

a:D—= 7"

Si Dy désigne le sous-groupe de D des diviseurs qui sont principaux, il est alors
clair que c’est le noyau du morphisme a.
Soit le morphisme

8:72 7 (1, ...y @) = 0101 + ... + Q0.

Alors, Im(«) C Ker(8). En effet, pour un fibré en droites £ de support X}, et de
degré total 0, on a

> die; tdegi(L) =) dideg;(£) =0
=1

i=1

la premiére égalité vient de la relation (13) et la seconde vient du fait que le
degré total de L soit 0 et de la relation [10, §9.1; Proposition 5] :

deg(£) =Y _ di.deg(Lx,)

i=1
On obtient alors le complexe canonique suivant
0= Dy—D%z Lz (14)
Lemme 4.6.0.1. [10, §9.5; Lemme 9] On a un isomorphisme

Ti(k)/ T (k) =» Ker(8)/Im(«).
Démonstration. Commencgons par montrer ’exactitude de la suite suivante :

0 — Picx/r(R) — P(R) — Ker(3) — 0. (15)
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Par définition, P est le noyau du morphisme deg : Picx,r — Z. Donc
P(R) = Ker(Picy,r(R) = Zg = 7).

On définit alors un morphisme de P(R) — Ker(8) comme on a défini le
morphisme p : Pic(X) — Z! précédemment, c’est-a-dire, en envoyant un fibré
en droites £ défini sur X sur (e; 'deg;(£))ics. Cette image se trouve bien dans
Ker(3) car le degré total de £ est nul. De plus, le morphisme p : Pic(X) — Z est
surjectif d’apres [10, §9.1; Corollaire 10|, et donc le morphisme P(R) — Ker(f)
I’est aussi.

Le noyau de ce morphisme sont les fibrés en droites sur X de degré total nul,
qui ont de plus des degrés partiels qui sont tous nuls. Comme R est strictement
hensélien, k = k, et il vient de la définition de Picg(/R et de [10, §9.2; Corol-
laire13] que ce noyau est égal a Pic% / r(R). Cela prouve l'exactitude de la suite
(15).

D’autre part, d’aprés le complexe (14), Im(«) s’identifie a I'image de D /D
par le morphisme a. Or, par [10, §9.5. Lemme 8], D/Dy ~ E(R), avec E 'adhé-
rence schématique dans P de la section unité Spec(K) — Picx,/x. Ainsi donc,
Im(a) est I'image de E(R) par a. Par conséquent, on obtient avec toutes les
données accumulées, 1’'isomorphisme canonique

P(R)/(Pic% /p(R) + E(R)) = Ker(8)/Im(a).

On rappelle que J = P/E. Considérons le morphisme canonique

P(R)/(Picyr(R) + E(R)) = J(R)/T°(R). (16)
Pour montrer qu’il est surjectif, il suffit de montrer la surjectivité de
P(R)/P°(R) = J(R)/T°(R). (17)

Le morphisme surjectif P, — J; donne lieu & un morphisme surjectif entre
les groupes des composantes de Py et de Jj, i.e. un morphisme surjectif

Pi(k)/ PR (k) — Ti(k)/ T (k).

Comme J est lisse et que R est strictement hensélien, alors le morphisme de
restriction

J(R)/T°(R) = Ti(k)/ T (k).

est bijectif. De méme pour
P(R)/P°(R) — Py(k)/ P (k).

Il vient alors que le morphisme (17) est surjectif et donc le morphisme (16) l'est
aussi.
Par ailleurs, d’aprés le Théoréme 4.5.0.2, comme X admet une section, PicOX /R~
JV. Et donc le morphisme (16) est injectif.

O
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Définition 4.6.0.2. Si (X;)(1 < i < 2} est la famille des composantes irré-
ductibles et réduites de Xy, on appelle matrice d’intersection modifiée la
matrice (e; " (X;.X;))ijer, ou Uintersection (X;.X;) est définie comme étant le
degré dans la composante X; du fibré en droites associé a X; (vu comme diviseur
de Cartier sur X ).

Remarque 4.6.0.1. On peut donner une description explicite du Z-module
Im(a). D’abord, on identifie D a Z' en envoyant un fibré en droites L, défini sur
X, sur (d;.deg;(L));. Ensuite, en écrivant L = dydeg; (L)X 1+...+dpdeg,, (L)X,
on vérifie sans difficulté qu’on peut décrire o : Z' — 7' en utilisant la matrice
d’intersection modifice (e; *(X;.X;))i jer-

Corollaire 4.6.0.1. Soient ry,...,7,—1,0 les diviseurs élémentaires de la ma-
trice d’intersection modifiée (e; ' (X;.X;))i ;. Alors le groupe des composantes
de la fibre spéciale du modéle de Néron de la Jacobienne de X est isomorphe G
Z/mZ D..D Z/T‘n_]_Z.

Démonstration. L’'image de 8 : Z™ — Z est sans torsion, donc est libre, de rang
1. Il s’en suit que Ker(3) est libre, de rang n — 1 : Ker(3) = Z"~!. De plus,
par [10, §9.5; Lemma 10], Im(«) C Ker(8) est de rang n — 1. Par conséquent,
T1, ..., Tn—1 sont les diviseurs élémentaires de Im(«). Le résultat en découle. O

Des exemples de calcul du groupe des composantes ont été faits dans la
section 6.3.
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5 Extensions et prolongement d’extensions.

Dans [1, Exposés VII et VIII|, Grothendieck a étudié les extensions de

groupes. Dans ce chapitre, on verra pour commencer comment interpréter une
extension d’un schéma en groupes H par G,, (sur n’importe quel topos), comme
la donnée d’un fibré en droites vérifiant le théoréme du carré. Par conséquent,
le prolongement des extensions se raméne & celui des fibrés en droites. En par-
ticulier, le Théoréme 5.2.0.1 de Grothendieck établit un contexte ot une telle
extension admet un prolongement fppf. Ici, on généralisera ce théoréme pour un
prolongement en une extension logarithmique.
Ce travail prépare le chapitre suivant, puisque ce dernier résultat permettra
de prolonger le fibré de Poincaré sur C' x J (interprété comme une extension)
en une extension logarithmique sur un modéle régulier de C. Cette extension
prolongée, que I’on notera P9, sera ensuite nécessaire pour la construction du
prolongement logarithmique d’un torseur.

5.1 Interprétation d’une extension.

Fixons T' un topos. Les groupes et extensions de groupes dont il sera ques-
tion dans cette section seront relatifs & ce topos. Soient P et G deux groupes
commutatifs de T. Une extension de P par G est la donnée d’une suite exacte

1-6-5E-L P (18)

ou F est un groupe commutatif.
j: E— P est un épimorphisme de groupes, et ¢ induit un isomorphisme de G
dans Ker j. Grothendieck a interprété de telles extensions en termes différents
comme on ’exposera ci-dessous.

L’homomorphisme ¢ permet de définir une action de G sur E en posant :

g.x :=1i(g)x

pour g € G(S) et x € E(S) pour S un objet de T. De plus, il est clair que cette
action fait de £ — P un torseur sous G.

Remarquons que la structure de torseur précédente n’utilise qu’une partie
de la structure de groupe de F, & savoir, la multiplication de couples de points
dont I'un au moins provient d'un point de G via i. Nous allons maintenant in-
terpréter la structure multiplicative de ¥ comme une structure supplémentaire
sur le torseur envisagé.

Considérons deux sections p,p’ : ¢ — P (e désignant l'objet final de T) de
P, ainsi que les torseurs induits E, et F,/, respectivement. La multiplication de

F induit un morphisme d’objets de T’

@ : Ep X Ep/ — Epp/
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qui satisfait les conditions suivantes :

o(gz,2") = gp(x, ') (19)

p(x,92") = gp(w,2') (20)
avec g € G(S5), x € E,(5) et 2/ € E,(S), pour un objet quelconque S de T.
L’égalité (z, gz') = p(gx, 2") définit une relation d’équivalence "~" sur E, X E,y
et permet de définir le produit contracté

Eyp xS Ep := (Ep X Ey)/ ~
On peut ainsi factoriser le morphisme ¢

G Pp.p’
Ep X Ey — B, x© B, —"— Epy

ou la premiére fleche est le morphisme canonique de passage au quotient. De

plus, les égalités (19) et (20) signifient que le morphisme ¢, ,» est un morphisme

de G-torseurs; c’est donc nécessairement un isomorphisme.

Remarquons que la définition de ¢, ,» s’étend au cas ou p et p’ sont des
points de P & valeurs dans un objet quelconque S de T : il suffit d’appliquer ce
qui précéde au topos induit T'/S, et & 'extension de groupes sur S, déduite de
(18) par changement de base.

De plus, nous notons que jusqu’ici, ’associativité de la loi de E n’a été utilisée
que dans le cas du produit de trois points de F/, dont au moins un provient de G
((19) et (20)). Si nous voulons exprimer 'associativité compléte en termes des
©p.p', DOUS sommes amenés & écrire pour trois points p, p’, p”’ de P (& valeur
dans un objet S de T), que le diagramme suivant est commutatif

Pp,p! X id
EpEp’ Ep” ? Epp’ Ep” (21)

idxgap/,p//l lgpiﬂp/-ﬁ”

EpEp/p// W Epp/p//

(nous avons omis dans ce diagramme ’écriture du produit contracté de tor-
seurs pour alléger les notations).

En particulier, si S=Px P,p=pri : PxP = P,p  =pro : Px P — P,
I'isomorphisme ¢, ,» devient

¢ pri(E) x pry(E) — n*(E) (22)

avec 7 définissant la multiplication dans P.
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Réciproquement, les groupes P et G de T étant supposés donnés, considérons
la donnée d’un G-torseur
j:E—P

et d’autre part, la donnée d’un isomorphisme de G-torseurs
pri(E) x€ pry(E) — 7 (E)

ol pr; désigne la i-éme projection P x P — P et 7 la multiplication dans P,
le tout vérifiant la condition d’associativité exprimée en (21). Alors, d’aprés
[1], il existe sur F une unique structure d’extension de P par G, telle que les
données pérécdentes se déduisent de cette structure par les constructions faites
précédemment. Nous synthétisons dans le théoréme suivant dit & Grothendieck :

Théoréme 5.1.0.1. [I, Exposé VII; §1.1.6] Soit T un topos fixé. On a alors
une équivalence de catégories entre la catégorie des extensions de groupes com-
mutatifs de T, et la catégorie des systéemes (P,G,E, ), ot P et G sont des
groupes commutatifs de T, E un torseur sous G au-dessus de P, et enfin, ¢
un isomorphisme de G-torseurs (22) satisfaisant la condition d’associativitée
exprimée dans le diagramme (21).

Remarque 5.1.0.1. L’intérét de ce résultat est qu’il est vrai dans n’importe quel
topos. Ainsi, nous pourrons l'utiliser pour décrire les extensions logarithmiques.

Remarque 5.1.0.2. Dans le cas ot G = Gy, le G, -torseur en jeu du Théo-
reme 5.1.0.1 correspond & un fibré en droites et le produit contracté de deux
G, -torseurs correspond au produit tensoriel des fibrés en droites correspondant.
Ainsi, si on note par L le fibré en droites correspondant au torseur E, (22) se
réécrit : N

pri(L) @ pry(L) — (L)
On dit alors que L vérifie le théoréme du carré.

Exemple 5.1.0.1. Si C est une courbe et J sa Jacobienne, on rappelle que P
est le fibré de Poincaré sur C' x J (cf. section 4.3). Ce dernier a une unique
structure d’extension de Jo par Gy, c. En effet, d’une part, il est connu qu’un
fibré en droites, rigidifié et de degré 0 sur un schéma abélien, vérifie le théoréme
du carré. Donc, si l’on voit J x C comme le schéma abélien constant Jo au-
dessus de C, et si l’on note m (resp. pri, pra) la multiplication (resp. la premiére
projection, la seconde projection) sur Jo induite par celle de J, on a

pri(Pr) @ prs(Px) = m*(Pr).

1l reste alors a appliquer le Théoréeme 5.1.0.1 pour déduire [’eristence d’une
structure d’extension sur Pk .

Lunicité de cette structure d’extension découle du fait que m*Px est un fibré
en droites rigidifié sur la variété projective J x J x C, et donc, n'a pas d’au-
tomorphismes non triviauz (cf. section 4.2). Par abus de notation, on notera
cette extension Px aussi.
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5.2 Prolongement d’extensions.

Dans cette partie, nous fixons R un anneau de valuation discréte, de corps
de fractions K et de corps résiduel k.

Théoréme 5.2.0.1. [I, Exposé VIII; Théoréme 7.1] Soit X un R-schéma ré-
gulier intégre et de fibre générique X, et soit H un X-schéma en groupes lisse
commutatif, a fibres connexes (H = H°) et de type fini. Alors le morphisme de
restriction

1 1
Ethppf (H’ Gm:X) - Ethppf (HXa Gm,X)
est un isomorphisme, avec Hx := H Xx X.

Question 5.2.0.1. Peut-on espérer un prolongement de l’extension de Hx par
Gm,x en une extension logarithmique de ‘H par G, x, sans Uhypothése que ‘H
est a fibres connexes ?

La réponse est oui. Le théoréme suivant répond a la question dans le cas par-
ticulier ou le schéma X est Spec(R). Ici, on munit Spec(R) de sa log structure
induite par Spec(k) vu comme diviseur, i.e. Spec(K) est ouvert de trivialité
de cette log structure. De ce fait, la restriction & Spec(K) d’une extension loga-
rithmique sur Spec(R) est une extension fppf.

Théoréme 5.2.0.2. [15, §4.1; Théoréme 4.1.1] Soit H un R-schéma en groupes
commutatif lisse, de type fini et de fibre générique H. Alors le morphisme de
restriction

Extyy, (H,Gm,r) — Exty,, (H,Gm k)

est un isomorphisme.
On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 5.2.0.3. Soit X un R-schéma régulier muni de la log structure
induite par sa fibre spéciale vue comme un diviseur. Soit X sa fibre générique
et soit H un X-schéma en groupes lisse commutatif et de type fini. Alors le
morphisme de restriction

Ethlclp(H7 Gm,x) = Ext}ppf (Hx, G x)
est un isomorphisme.

Lemme 5.2.0.1. Soit X un schéma régulier intégre muni d’une log structure
induite par un ouvert dont le complémentaire est un diviseur. Soit V' un ouvert
de X tel que codim(X\V) > 2 (codim(X\V) > 2 signifie que chaque point de
X\V a une codimension au moins 2 dans X ). Alors le morphisme de restriction

H/ilp(X7 Gm) — Hlilp(‘/’ Gm)

est un isomorphisme.
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Démonstration. On note par D le diviseur X\V (muni de sa structure de schéma
réduit). On peut alors écrire D = EB D,, ou les D,, sont des diviseurs réduits

et irréductibles. On a le dlagramme sulvant ou les suites exactes horizontales
sont déduites de la suite (3), et les fleches verticales sont les morphismes de
restriction & V :

0 Hjppi(X,Gry) —— Hjyp (X, Gp) —— D,,2,(Q/Z).Dyy —— 0

| | !

0 Hjl‘ppf(v’ Gm) — H]ilp(‘/: Gm) — @B, _,(Q/Z).Dy,,, —— 0

Les deux fléches verticales a droite et & gauche du diagramme sont en réalité
des isomorphismes. En effet, comme X est régulier, les diviseurs de Weil et les
diviseurs de Cartier coincident sur X'. Or, comme X est intégre et normal et que
codim(X\V') > 2, on sait que tout diviseur de Weil sur V' se prolonge de maniére
unique en un diviseur de Weil sur X. Alors les deux fléches aux extrémités du
diagramme sont des isomorphismes. Par conséquent, la fléche au milieu est un
isomorphisme aussi. O

Démonstration. (Preuve du Théoréme 5.2.0.3)
On considére le morphisme de restriction

Bxthy, (M, Gm,x) = Bxt}y, (Hx, Gom.x).

Montrons qu’il est surjectif. On fixe une extension E de Hx par G, x. Soit V/
le plus grand ouvert de X au-dessus duquel F admet un prolongement logarith-
mique. Alors V' contient X et tous les points de X de codimension 1, puisque le
probléme de prolongement a une solution sur le spectre d’un anneau de valuation
discréte par le Théoréme 5.2.0.2. En d’autres termes, on a codim(X\V) > 2.
Or, par le Théoréme 5.1.0.1 , cette extension sur V' peut étre interprétée comme
un fibré en droites logarithmique sur Hy, vérifiant le théoréme du carré. Main-
tenant, on peut appliquer le Lemme 5.2.0.1 & ce fibré en droites log sur Hy, en
observant d’une part que Hy est un ouvert de H, dont le complémentaire a une
codimension au moins 2, et d’autre part, H étant lisse sur X, il est régulier, et
la log structure induite par X sur H est aussi une log structure définie par un
ouvert sur H de complémentaire un diviseur. Par conséquent, le fibré en droites
log sur ‘Hy peut étre prolongé en un fibré en droites sur H. De plus, ce fibré
en droites satisfait le théoréme du carré par l'unicité du prolongement d’une
extension (Lemme 5.2.0.1) ; d’ou le résultat. O

5.3 Lien entre torseurs et extensions

On termine ce chapitre par U'interprétation d’un torseur comme une exten-
sion et vice-versa.
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Théoréme 5.3.0.1. [35, §1; Théorémes 1 et 2] On fize X un schéma localement
noethérien, et G un X-schéma en groupes commutatif fini et localement libre.

On a alors
1

Et il en découle alors un isomorphisme fonctoriel en G
1 D 1
prpf(X7 G ) ~ Ethppf(G7 Gm)
Ce théoréme reste vrai en version logarithmique. En effet, on a :

Théoréme 5.3.0.2. [10, §4.1; Théoréme 4.1] On fize (X, Mx) un log schéma
fin et saturé localement noethérien. Soit G un groupe commutatif sur X et sup-
posons que G est fini et localement libre sur X. Alors on a

Exth, (G, Gpn) = 0.

Démonstration. Soit € une extension de G par G,,. Si n est Pordre de G, la
suite exacte de Kummer donnée par

1= =Gy B G — 1

donne lieu a une suite exacte des Ext};lp(G, _), qui donne ensuite un épimor-
phisme
Extyy, (G, tin) = Extyy, (G, Gpp).

Soit F' une extension de G par u, dont I'image par ce morphisme est €2 :
0— pp —>F—>G—1.

Alors, d’aprés le Théoréme 5.1.0.1, FF — G est un torseur logarithmique

sous fi,. De plus, comme g, est fini, plat et commutatif, il découle de [23, §9;
Théoréme 9.1] que ce torseur est représentable. Donc F' — G est un morphisme
kummeérien de log schémas fins et saturés.
Quitte a travailler localement pour la topologie étale sur X, on peut supposer
que X est affine et admet une carte globale P — Mx. Comme la log structure
de G est la log structure image inverse de celle de X, on obtient ainsi une carte
globale P — Mg pour G, modelée sur le méme monoide P. Comme F est affine,
il est quasi-compact, donc, d’aprés [23, §2; Proposition 2.7], il existe alors un
morphisme kummérien u : P — Q tel que si T := G xzp] Z[Q] — G est le
torseur kummeérien standard, le morphisme

FxgT—>T
est strict. D’ou, le morphisme
FxxY — G XxY

avec Y := X Xgpec(zp])) SPC(Z[Q]), est strict. Nous obtenons ainsi une suite
exacte de log schémas dont la log structure provient de Y

0= pupnXxY > FxxY—->GxxY =0
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Autrement dit, cette suite exacte provient d’une extension fppf de G par p,, sur
Y ; or il est connu que cette derniére est localement scindée pour la topologie
fppf (|1, Exposé VIII; Proposition 3.3.1]), il en est donc de méme pour €2 et cela
termine la preuve.

O

Corollaire 5.3.0.1. [10, §4.1; Corollaire 4.2] Soit G un X -schéma en groupes
commutatif, fini et localement libre. On dispose d’un isomorphisme

Hl%lp(Xv GD) = Ethilp(Gv Gm)
canonique, et fonctoriel en G.

Démonstration. On dispose d’une suite spectrale locale-globale pour les fais-
ceaux Ext en topologie Kummer log plate (comme dans tout topos annelé, cf.
[2, Exposé V, Proposition 6.1(3)]), laquelle donne naissance & une suite exacte

1 — H}y (X, Hom(G, Gy,)) = Extyy, (G, Gy,) = HO(X, Exty, (G, Gpy))

avec Hom(G,G,,) = GP| le dual de Cartier de G. Le membre de droite étant
nul, le résultat en découle. O
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6 Reésultats.

Ce chapitre est consacré aux résultats de la thése. Il se découpe en trois
parties.

En premier lieu, on utilisera les outils introduits dans les chapitres précédents
pour étudier le prolongement des torseurs. On fixera un anneau de valuation
discréte R de corps de fraction K, et on se donnera un K-schéma en groupes
commutatif fini et plat G, et une K-courbe C, lisse projective géométriquement
connexe et munie d’un point rationnel. On rappellera d’abord la correspondance
bijective entre la donnée d’un G-torseur pointé sur C et celle d’'un morphisme
de groupes GP — J, avec GP le dual de Cartier de G et .J la Jacobienne de C
(cf. Lemme 6.1.0.1). Pour simplifier la problématique, on supposera pour com-
mencer 'existence de G, un R-modéle fini et plat de G, vérifiant une certaine
hypothése le liant au modéle de Néron de la Jacobienne. On énoncera alors le
premier résultat de la thése qui prouve 'existence d’un prolongement logarith-
mique d’un G-torseur défini sur C, en un torseur sur un modéle régulier de C' (cf.
Théoréme 6.1.0.1). Ensuite, dans le méme contexte, on établira une condition
nécessaire et suffisante pour que ce prolongement log provienne dun torseur
fppf. En particulier, on retrouvera un résultat bien connu sur U'interprétation
d’un torseur fppf (cf. section 6.1.1).

Dans un second temps, on donnera une classe de groupes pour lesquels on
garantit 'existence d’un R-modéle fini et plat, vérifiant I’hypothése évoquée pré-
cédemment, le liant au modéle de Néron de la Jacobienne (cf. Corollaire 6.2.0.2).
Cela découlera de I’étude de la finitude du schéma en groupes J[r], ot J est le
modéle de Néron de la Jacobienne et r un entier.

Pour finir, on étudiera un exemple concret de prolongement de torseurs. On
se donnera une courbe hyperelliptique dont on construira un modéle régulier
sur Z, (p un nombre premier). On traitera ensuite deux cas : un cas ou le
torseur initial sur la courbe hyperelliptique admet un prolongement fppf, et un
autre ot le torseur admet un prolongement logarithmique ne provenant pas d’un
prolongement fppf.
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6.1 Partie I : Prolongement des torseurs.

On fixe pour cette section un anneau de valuation discréte R, de corps de
fractions K et de corps résiduel k de caractéristique p > 0.
On considére G un K-schéma en groupes fini plat et commutatif et on rapelle
que GP := Homg (G, Gy, i) est son dual de Cartier.
Soit C' une K-courbe lisse projective et géométriquement connexe, munie d’un
point K-rational Qg € C(K) et soit J sa Jacobienne. On fixe C un modéle ré-
gulier de C sur R et on note J le modéle de Néron de J.

Remarquons que comme C est propre, alors par le critére de valuation de
la propreté, la section Qo : Spec(K) — C se prolonge en une section Qg :
Spec(R) — C.

Un G-torseur pointé sur C (relativement a @p) est un G-torseur f:Y —
C, tel quil existe un point rationnel Py dans Y (K) dont 'image par f est Q.
De fagon équivalente, un G-torseur f : Y — C est pointé (relativement a Qp),
si sa restriction & Qg est un G-torseur trivial. En effet, Soit

Y X¢ Spec(K) — Spec(K)

le pull-back du torseur Y — C par Qg : Spec(K) — C. C’est aussi un G-torseur
trivial : les deux morphismes Py : Spec(K) — Y et id : Spec(K) — Spec(K)
induisent une section p : Spec(K) — Y X Spec(K) et on peut définir un iso-
morphisme G ~ Y x¢ Spec(K) par e — p, ol e est la section unité de G.

Réciproquement, si le torseur Y x ¢ Spec(K) — Spec(K) est trivial, alors
Y x ¢ Spec(K) admet une section p : Spec(K) — Y X Spec(K), qui, composée
avec la projection pri : Y x¢ Spec(K) — Y, donne une section Spec(K) — Y
dont I'image par f est (Jp par construction, comme le montre le diagramme
suivant :

On note H}ppf(C’, Qo,G) le premier groupe de cohomologie classifiant les
isomorphismes de classes de torseurs fppf pointés sur C' (relativement a Q).
On a une suite exacte

o
0— Hj,,;(C,Qo,G) = Hj, 1 (C.G) = Hy, (K, G)
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ou l'exactitude & gauche se déduit de la définition de H}ppf(C, Qo,G), et
Iexactitude a droite découle de Qf ob = id, ou b : H}ppf (K,G) — H},, ¢ (C,G)
est le changement de base.

Pour la méme raison, b est injective et la suite exacte plus haut est scindée,
donnant un isomorphisme

H}ppf (C,Q0,G) ~ Hjl”ppf (@, G)/H}ppf (K,G)

Un G-torseur rigidifié sur C (relativement a @)p) est un couple (Y — C, «)
o Y — C est un G-torseur et « une trivialisation de la restriction de Y a Q.
En fait, on peut identifier les classes d’isomorphismes de torseurs pointés avec
les classes d’isomorphismes de torseurs rigidifiés. Par conséquent, dans la litté-
rature, un G-torseur rigidifié est parfois appelé un G-torseur pointé. Dans ce
manuscrit, nous utiliserons seulement le fait qu’un torseur rigidifié est pointé,
ce qui est évident.

Remarque 6.1.0.1. Si T est un K-schéma, alors un fibré en droites rigidifié
(relativement a Qor : T — C x T, cf. section 4.2) n'est autre qu'un G,,-torseur
rigidifié sur C' x T, relativement a Qo 7.

Le lemme suivant est connu dans la littérature et est central pour la suite :

Lemme 6.1.0.1. Si G est un K-schéma en groupes fini plat et commutatif, on
a un isomorphisme

H{,,6(C,Qo, G) ~ Homg (G, J)

Démonstration. Commencons par construire un morphisme de H }pp f (C,Q0,G)
dans Homg (GP, J).
D’aprés [35, §4; Théoréme 5|, on a un morphisme

Hj,p1(C,G) ~ Ext},, ((GE,Gm.c) = Pic(C x GP) (23)

qui est fonctoriel en C. En restreignant au noyau de (f des deux cotés, on en
déduit le morphisme

H},p 1 (€, Qo, G) = Pic™(C x GP)

qui associe a une classe d’'un G-torseur £ la classe d’un fibré en droites rigi-
difie L(¢) sur C x GP. Comme G est fini, le groupe H}ppf(Q Qo,G) est de
torsion et donc, L(§) est de torsion aussi. Cela implique que L(§) a un degré
nul sur chaque fibre de C' x GP — GP. Par conséquent, la classe de L(£) ap-
partient a Pic”""(C x GP). 1l existe donc un unique morphisme de schémas
f:GP — PicOC/K = J tel que (ide x f)*Px ~ L(&). De plus, il vient du mor-
phisme (23) que le fibré en droites L(£) provient d’une extension de G par G,,,
et donc satisfait le théoréme du carré. Or, il découle du lemme de Yoneda, que
les fibrés en droites sur GP x C vérifiant le théoréme du carré, correspondent
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exactement aux homomorphismes de schémas en groupes G” — Picq /K 6. Par
conséquent, GP — J est un homomorphisme de schémas en groupes.

Le morphisme dans l'autre direction est construit en utilisant les mémes
outils. En effet, a partir d'un morphisme de schémas en groupes f : GP — .J, on
obtient un unique fibré en droites rigidifié L sur C x G tel que (idc x f)*Px ~
L, satisfaisant le théoréme du carré. De plus, d’aprés le Théoréme 5.1.0.1, ce
fibré en droites peut étre induit d’une structure d’extension de GP par G,, sur
C'. Par I'isomorphisme du Théoréme 5.3.0.1, il correspond & cette extension un
unique G-torseur sur C'. Comme L est rigidifié, ce G-torseur est rigidifié et donc
pointé. Enfin, on peut voir que par construction, ces deux morphismes sont
inverses I'un de ’autre. O

Définition 6.1.0.1. On appelle un modéle de G sur R un R-schéma fini et
plat, de fibre générique isomorphe 4 G. Un tel modéle, s’il existe, n’est pas
forcément unique.

On s’intéresse a présent au prolongement des G-torseurs fppf sur C en tor-
seurs logarithmiques sur C. On commence par citer le théoréme suivant stipulant
que si un tel prolongement existe, alors il est unique :

Proposition 6.1.0.1. [10, §3.2; Proposition 3.6] Soit X un schéma logarith-
mique, intégre et normal; soit G un X-schéma en groupes commutatif, fini et
localement libre. On suppose que 'ouvert de trivialité U de cette log structure

6. On fixe un schéma S, € la catégorie des S-schémas, F' un foncteur contravariant de €
dans la catégorie des groupes, et enfin, G un groupe objet dans €. On note pr; : GXG — G la
i-éme projection et m : G X G — G la multiplication sur G. On appelle éléments primitifs, les
éléments de F(G) appartenant au noyau de F(pr1) 4+ F(pra) — F(m). Soit hC le foncteur de
groupes représenté par G. Le lemme de Yoneda établit que les transformations naturelles hG —
F de foncteurs d’ensembles correspondent exactement aux éléments de F(G). On peut alors
montrer que les éléments primitifs de F'(G) correspondent précisément aux homomorphismes
de foncteurs de groupes hE — F. En effet, le lemme de Yoneda fournit un isomorphisme

¢ : F(G) — Hom(h®, F)
B hC(T) = F(T); z~ F(z)(8); T € ob(€)
Si f € F(G) est un élément primitif, alors
F(pr1)(f) + F(pr2)(f) — F(m)(f) =0

On veut montrer que ¢(f) est un morphisme de foncteurs de groupes, i.e. pour tout S-schéma

T, pour tout x,y € h%(T), ¢(f)(zxy) = ¢(f)(x) + ¢(f)(y), qui est équivalent & F(xz*y)(f) =
F(z)(f) 4+ F(y)(f). Silon voit z et y comme des morphismes T'— G, on a

(F(pr1) + F(prz2) — F(m))(f) =0 = F(z,y) o (F(pr1) + F(prz) — F(m))(f) =0
= F(prio(z,y)) + F(pr2 o (z,y)) — F(mo (z,y))(f) =0
= F@)(f)+ F)(f) - Flexy)(f) =0

L’autre sens est fait de la méme maniére.
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est un ouvert dense de X . Alors, le morphisme de restriction
H},(X,G) — Hy,, (U, G)
est injectif.

Notation 6.1.0.1. A présent, on munit Spec(R) de sa log structure standard
et C de la log structure induite par sa fibre spéciale Cy, (vue comme un diviseur) :
c’est aussi la log structure image inverse de celle de Spec(R).

Comme C est Uouvert de trivialité de cette log structure, la restriction d’un
torseur logarithmique sur C a C est un torseur fppf.

Pour G un R-modéle de G, on note par H,ilp(C, Qu,G) le premier groupe de
cohomologie qui classifie les G-torseurs logarithmiques pointés (relativement a

Qo).

En considérant la méme fléche de restriction que dans la Proposition 6.1.0.1,
mais cette fois-ci sur le groupe des torseurs pointés, on déduit immédiatement
que

Corollaire 6.1.0.1. Si G est un R-modéle de G, le morphisme de restriction
H]ilp(ca QOa g) — H}ppf(ca QO) G)
est injectif.

Lemme 6.1.0.2. L’extension de Poincaré Pk de I’Exemple 5.1.0.1 se prolonge
de facon unique en une extension logarithmique de Jeo := J x C par Gy,., que
I’on note P°9. De plus, le fibré en droites qui y correspond (et que l’on note
pareillement) est rigidifié par rapport & la section prolongeant sur C la section
Qo induite par Q.

Démonstration. Comme J est le modéle de Néron de J sur R, il est lisse et
de type fini sur R. Donc, J¢ est lisse et de type fini sur C. Il découle alors
du Théoréme 5.2.0.3 que P se prolonge de maniére unique en une extension
logarithmique de Jc par G,,., que 'on note P9,

Il reste & voir que P9 est rigidifié. On considére le diagramme commutatif
suivant :

Q5
Extj;,(J % C,Gm.c) — Extl, (7, Gm)

1k

Qo,
EXt}ppf(J X Cv Gm,C) *J> EXt}ppf(J, Gm)

dans lequel Qg 7 : J — J x C est la section induite par Qp, et les fléches
verticales sont les restrictions qui sont des isomorphismes d’aprés le Théoréme
5.2.0.3. Comme P est rigidifié le long de la section induite par Qq, cela implique
que g ; Pk est trivial. Il vient alors du diagramme ci-dessus que Qg JPlog est
trivial aussi.

O
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On peut maintenant énoncer le premier résultat de la these :

Théoréme 6.1.0.1. On considére un G-torseur fppf Y — C pointé (relative-
ment a Qo). Supposons que le K-morphisme de groupes GP — J qui y corres-
pond (Lemme 6.1.0.1) se prolonge en un R-morphisme de groupes i : GP — J,
pour un certain R-modéle G de G. Alors Y — C' se prolonge de maniére unique
en un G-torseur log sur C, qui est pointé relativement a Q.

Démonstration. Soit P9 ’extension du Lemme 6.1.0.2 ci-dessus. En utilisant

le morphisme
(i xide) : GP xC — T xC

on tire en arriére P9 et on obtient une extension (i x ide)*(P!°9) de GF par
G c. Le Corollaire 5.3.0.1, fournit un isomorphisme canonique

Hlilp(c7 g) = Ethlclp(gCD7 Gm,C) (24)

On peut donc associer a I'extension (i x ide)*(P!°9) un G-torseur logarithmique
sur C. De plus, comme P9 est pointé relativement a Qq, (i x idc)*(P!9) a la
méme propriété, ainsi que le G-torseur sur C qui y correspond. L’isomorphisme
(24) étant compatible avec l'isomorphisme du Lemme 6.1.0.1, on en déduit que
la fibre générique du torseur pointé obtenu n’est autre que Y. L’unicité du
prolongement provient du Corollaire 6.1.0.1. O

Soit J° la composante identité de 7, alors J2 := J° x C est lisse sur C, de
type fini et a des composantes connexes sur C. On en déduit d’aprés le Théoréme
5.2.0.1 que le morphisme de restriction a la fibre générique

EXt}‘ppf(jCO’ Gm,c) = EXt}ppf(JCa Gm,c)

est un isomorphisme.

Par conséquent, on peut prolonger ’extension de Poincaré Px en une extension
fppf de J° par G,,, sur C, que I'on note P°. En fait, étant donné 'unicité du pro-
longement d’une extension, et comme toute extension fppf peut étre vue comme
une extension logarithmique, il vient que le pull-back de P9 par Iinclusion
JO? < T est égal & PY, ce qui implique pour les fibrés en droites associés

log _ 70
PIJU xC — P
En particulier, le fibré en droites associé a P est pointé relativement a Q.

En suivant le méme schéma de preuve que le Théoréme 6.1.0.1, nous re-
trouvons un résultat bien connu, & savoir que la donnée d’un G-torseur fppf
pointé Y — C équivaut a celle d’'un R-morphisme de foncteurs de groupes
GP — Pice /Rr- Le théoréme suivant a le mérite de montrer que ce prolonge-
ment fppf se construit & partir de ’extension de Poincaré.
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Théoréme 6.1.0.2. Soit Y — C un G-torseur fppf pointé. Supposons que le
K-morphisme GP — J du Lemme 6.1.0.1 se prolonge en un R-homomorphisme
i:GP — 7, avec G un R-modéle de G. Alors Y se prolonge de maniére unique
en un G-torseur fppf pointé sur C, si et seulement si le morphisme i se factorise

par J9.

Démonstration. Commengons par prouver 'implication indirecte. Supposons
donc que I’homomorphisme G” — .J se prolonge en un R-homomorphisme
i:GP — J° On considére I'extension fppf P° construite précédemment. Alors
(i x idc)*P? appartient a Ext}ppf(gé),((}m,c). Or, par le Théoréme 5.3.0.1, on
a un isomorphisme

H}pr (C’ g> = EXt;ppf (gCDa Gm,C)

Par conséquent, on obtient & partir de ¢ un G-torseur fppf sur C. De plus, comme
PO est rigidifié le long de la section Qg en tant que fibré en droites, le torseur
associé est pointé relativement & Qg. De plus, I'isomorphisme plus haut étant
compatible avec l'isomorphisme du Lemme 6.1.0.1, on en déduit que la fibre
générique du torseur prolongé est Y — C. L’unicité du prolongement provient
et de l'injectivité de

H}Pl)f(c’ QO’ g) — H/ilp(cﬂ QOa g)

et du Corollaire 6.1.0.1.

Montrons & présent l'autre sens : supposons que Y se prolonge en un G-
torseur fppf (pointé) sur C.
Comme le morphisme structural f : C — Spec(R) admet une section, alors
Or ~ f«(O¢) est veérifié universellement. Sous cette condition, Raynaud a
prouvé dans [31, §6.2; Proposition 6.2.1], que la donnée d’un G-torseur fppf
pointé sur C est équivalente a la donnée d’un morphisme de foncteurs de groupes
GP — Pice/ g, ot Pice, g est le foncteur de Picard relatif de C sur Spec(R). Dans
notre contexte, G étant fini, il est de torsion, donc le morphisme précédent se
factorise par le foncteur Picg,p ot Picg g := Unn~*(Pice/g), n étant la multi-
plication dans Pice/g.
Comme rappelé dans [31, §8.0], comme C est une courbe relative, Picl /R =
Picg /r- De plus, sous les hypothéses envisagées, Picg /R €st représentable par J 0,
la composante identité du modeéle de Néron J. En effet, comme f : C — Spec(R)
admet une section, alors le pged des multiplicités géométriques des composantes
irréductibles de la fibre spéciale Ci, vaut 17. Il suffit alors d’appliquer le Théo-
réme 4.5.0.2(2). O

7. Notons s : Spec(R) — C la section : on obtient un diviseur horizontal. Si z € Cj
est un point dans I'image de s, alors = est forcément un point non-singulier de Cy par [33,
§4; Proposition 4.3]. Cela implique que x appartient forcément & une composante de Cj de
multiplicité 1, car autrement, il ne serait pas régulier.
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6.1.1 Obstruction au prolongement en un torseur fppf.

Etant donné un G-torseur fppf ¥ — C qui se prolonge en un G-torseur lo-
garithmique ) — C, on a démontré dans le Théoréme 6.1.0.2 que ce torseur
prolongé provient d’un torseur fppf si et seulement si le morphisme G° — 7
se factorise par J 0. Dans cette partie, nous donnons un autre critére pour que
le torseur Y — C' se prolonge en un torseur fppf sur C. De plus, on calculera
I’obstruction a ce prolongement.

A chaque G-torseur Y — C, dont le morphisme de groupes associ¢ GP — .J
(Lemme 6.1.0.1) se prolonge en un morphisme i : G — 7, on associe, a tra-
vers la construction suivante, un morphisme v(P'°9) o 4, avec lequel on définit
le critére mentionné ci-dessus.

Soit Ey I'unique élément de Ext}m, f(Gg , G ) qui correspond au torseur Y
(cf. Théoréme 5.3.0.1). D’aprés le Théoréme 6.1.0.1, comme on a un morphisme
i:GP — 7, on sait que Ey se prolonge de maniére unique en un élément Eé}’g
de Ext,lclp(géj ,Gm,.c), qui est donné explicitement par

By = (i x ide ) P

Considérons le diagramme suivant ou les suites exactes proviennent d’une
suite spectrale comparant les cohomologies fppf et klp [15, §4.1; Suite exacte
4.1.4] (pour la définition de R'€.G,,, on renvoie a la section 2.4) et les fléches
verticales sont induites par i : GP — J

0 —— Bxt}, (Jes Gmc) —2— Extly (Je, Gmc) —— Home (Je, R .Gy )

| | o

0 —— Bxtjp (08 Gm,e) —— Bxtyy (68, G c) —5— Home(G7, R'e,Gym)

sl . . . .
B associe a Ey’? un certain morphisme G — Rle.G,,. La partie droite du
diagramme étant commutative, on a :

AP) o= (8o (i x id)") (P) : GF — R'e.Gun (25)

Théoréme 6.1.1.1. Soit Y — C un G-torseur fppf pointé et supposons que k
est parfait. Supposons que le K-homomorphisme GP — J peut étre prolongé en
un R-homomorphisme i : GP — J, ot G est un modéle de G. Soit ’y(Plog 01)
le morphisme associé au torseur Y défini dans (25). Alors Y se prolonge de
maniére unique en un G-torseur fppf pointé surC, si et seulement siy(P'°9)oi =
0.

De plus, si ® := Ji,/J?, on peut identifier v(P'°9) a un morphisme

ve(P'%) : & — (P(Q/Z).E;

=1
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tel que, pour chaque k-point t, on ait

0(P)(t) = (a1, ;) mod Z

ot les q; sont des nombres rationnels dépendant de t. Qui plus est, le morphisme
Y8 (P'09) est injectif, ce qui signifie que le noyau de v(P'9) est exactement J°.

Démonstration. Si on suppose qu’on a une extension fppf du torseur, d’aprées
le Théoréme 5.3.0.1, ce torseur fppf prolongé correspond & un unique élément
de Ext}pp ¥ (g{? ,Gm ), dont la fibre générique est Ey. Par conséquent, Eéfg est
contenu dans Im(c) = Ker(8). D’ow, (Bo (i xid)*)(P1°9) = S(EL?) = 0, et donc
y(P'9) 0 i =0 dans Home (G2, R'e.G,y,).

La preuve dans l'autre sens se fait en utilisant les mémes arguments, en remon-
tant la preuve.

Prouvons maintenant la deuxiéme partie du théoréme. On va décrire le mor-
phisme ~(P'9) sur les k-points (remarquons que le faisceau R'e,G,, a pour
support la fibre spéciale Cy, car la log structure est triviale sur la fibre géné-
rique par définition, ce qui implique que v(P!°9) a pour support la fibre spéciale
aussi).

Soit Fy, ..., E, les composantes irréductibles de Ci, de sorte que

Ck = i ’I’LILEz
i=1

ot les n; sont des entiers positifs. v(P'°%) est un morphisme de faisceaux pour
la topologie fppf sur C
Y(P©8) : Jo — R'e,G,,

1l vient de [15, §2.3; Theorem 2.2.2] que la restriction du faisceau Rle.G,, au
site lisse de C peut étre décrite comme suit

T

(Rle*Gm”smooth/C =~ @(Q/Z)Ez

i=1

ot (Q/Z).E; est le faisceau gratte-ciel a support sur E; C C et a valeur Q/Z.
Comme J¢ est un schéma en groupes lisse sur C, on a

T

Home (Jc, R'€.Gyn) = Home (Je, P(Q/Z).E;) = @) Homp, (Js,, Q/Z)

i=1 i=1

ol la seconde égalité provient de la formule d’adjonction.

On observe maintenant que comme FE; est une composante irréductible et ver-
ticale de C, on a

Homp, (Jg,, Q/Z) = Homy(Jx, Q/Z) = Homy (P, Q/Z)
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oun ® = J; /J,gJ est le groupe des composantes connexes de [Ji, et la derniére
égalité provient du fait que Hom (7?2, Q/Z) = 0.

En suivant ces isomorphismes, v(P'°8) peut étre identifié & un morphisme

76 (P'%) : @ — EP(Q/Z).E;

i=1

On va décrire ce dernier morphisme sur les k-points. On peut supposer ici que
R est strictement hensélien.

Soit ¢, € ®(k), alors t;, provient d’'un k-point de Jj, car la fleche Ji (k) —
O (k) est surjective (ici, on a utilisé le fait que k est algébriquement clos). De
plus, on peut relever ¢, & un point t € J(R) car R est hensélien et J est lisse
[10, §2.3; Proposition 5].
Soit L; := (ide X tx)*Pk le fibré en droites de degré relatif zéro sur C, cor-
respondant & tr € J(K). Alors £; := (idc x t)*P8 est un fibré en droites
logarithmique sur C, ayant pour fibre générique L;.

Rappelons que d’aprés le Théoréme 2.4.1.1, le groupe de Picard logarithmique
de C peut étre décrit comme le groupe des diviseurs & coefficients rationnels sur
Ck, modulo les diviseurs principaux. On peut alors décrire £, comme une telle
classe de diviseurs.

On rappelle que d’apreés le Théoréme 4.5.0.2(2), on a un isomorphisme canonique
JO ~ Picg/R; d’otl, si n est un entier tel que n® = 0, alors L,; ~ L?” se
prolonge de maniére unique en un élément de Picg / r(R) i.e. un fibré en droites
rigidifiée sur C, de degré nul. Ainsi, si Ag(¢) est un diviseur représentant L,
alors il existe un diviseur A(nt) sur C, qui a un degré relatif nul, et dont la fibre
générique est nAg (t). De plus, A(nt) est unique, & multiple de la fibre spéciale
Ci pres (cf. [31, §6.4; Theorem 6.4.1(3)]) ; on peut alors le choisir de sorte que
son coefficient par rapport & la composante ou @)y est réduit est zéro. Il vient
alors que

1
D, := —A(nt) (26)
n
est un diviseur avec des coefficients rationnels prolongeant Ak (t), de degré re-
latif nul (dans le sens ot un de ses multiples 'est), et qui intersecte trivialement
la section QQy. D’aprés la discussion précédente, c’est I'unique tel diviseur.

Il s’en suit de la structure sous-jacente d’extension de P'°% que L,; = LE™, et
donc, par 'argument d’unicité évoqué plus haut, £; est la classe du diviseur D;.

A présent, v,(P°8)(t) peut étre décrit comme suit : si on écrit

Dy =D+ 4F;
=1
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ott DIT est un diviseur horizontal avec des coefficients intégres, alors on a

Ve (Plog)(t) - (qla cey qT’) mod Z (27)

Calculons maintenant le noyau de ce morphisme. Pour ce faire, on a besoin
d’introduire quelques outils. Etant donné un diviseur de degré zéro cx sur C,
on note par ¢x sa cloture schématique dans C, qui est un diviseur de Cartier
par la régularité de C, et on note par ¢j son image dans ®(k).

On note également par [, | le symbole de Néron comme défini dans [30, §2.1;
Définition 2.1]. Il vient de (26) que

[CK7 (Dt)K] =c¢k - D;

ou ¢x - Dy est le nombre d’intersection, défini pour les diviseurs & coefficients
rationnels, en prolongeant la définition classique d’intersection locale par Q-
linéarité.

D’autre part, d’apres [30, §4 : Lemma 4.4], on a

[cxe s (Di)k] = (e, tx) mod Z (28)

ou (,) est Paccouplement de monodromie de Grothendieck ® x ® — Q/Z.

Supposons que ¢ appartient au noyau de y(P'°8). Alors, d’aprés (27), tous les ¢;
sont des entiers. Ainsi, pour tout diviseur de degré zéro cx sur C, il vient de (28)
que {(ci , tg) = 0. Par conséquent, (c; , tx) = 0 pour tous les choix possibles
de ck. Le corps k étant algébriquement clos, ’accouplement de monodromie est
alors parfait [9, Theorem 1.3] et il s’en suit que t; = 0. O

6.2 Partie II : Critére de finitude pour J[p|.

Pour cette partie, R désigne un anneau de valuation discréte, de corps de
fractions K et de corps résiduel k de caractéristique p > 0 et supposé algébri-
quement clos.

Pour C une K-courbe lisse et géométriquement connexe et J sa Jacobienne,
cette section est consacrée a la généralisation d’un résultat de Chiodo [11, §7;
Propositions 7.4.1 and 7.5.1], qui fournit une condition nécessaire et suffisante
pour que J[r] admette un modéle étale fini sur R, avec r et p premiers entre
eux. Un tel modéle est un modeéle de Néron de J[r], et est donc égal a Jr].

Ici, nous traiterons le cas ou p divise r. Dans ce cas, un modéle fini de J[r]
n’est pas forcément étale, et donc, n’est pas forcément le modéle de Néron de
J[r]. On cherchera une condition pour que J[r] soit fini et plat sur R. On verra
que le résultat de Chiodo se généralise a ce cas.
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Une fois que cela est fait, et étant donné un K-schéma en groupes fini et
plat G, tué par r, on combine ce critére de finitude de J[r] avec le Théoréme
6.1.0.1, afin de montrer l'existence d’'un R-modéle de G et d’un prolongement
d’un G-torseur en un torseur sur le modéle minimal régulier de la courbe C.

On commence cette section avec quelques préliminaires sur la semistabilité.
Pour la terminologie sur la théorie des graphes, la référence utilisée est [11, §2.1
and §2.2].

Une courbe propre de genre > 2 sur un corps algébriquement clos k est dite
semi-stable, si elle est réduite, connexe, ses seules singularités sont des noeuds,
et ses composantes irréductibles isomorphes a Pi intersectent les autres compo-
santes en au moins deux points. [3, Exposé 1; Définitions 1.1 et 1.2].

Un morphisme plat et propre de schémas C — Spec(R) est semi-stable,
si ses fibres géométriques sont des courbes semi-stables. En particulier, étant
donné une courbe lisse C' sur K, un schéma semi-stable C — Spec(R) muni d'un
isomorphisme C Xgpec(r) Spec(K) ~ C' est dit un modéle semi-stable de C
sur R et, par abus de notation, on dit que C est une courbe semi-stable sur R.

Une variété abélienne A sur K a une réduction semisatble sur R, si la com-
posante identité de la fibre spéciale Ay de son modéle de Néron A a pour rang
unipotent 0, ce qui veut dire que Ag est une extension d’une variété abélienne
par un tore.

Cette terminologie est justifiée par le fait suivant : étant donné une K-courbe
lisse et géométriquement connexe C' de genre g > 2, les conditions suivantes sont
équivalentes :

— (C a une réduction semi-stable sur R
— Le modéle régulier minimal de C' sur R est semi-stable;
— La variété Jacobienne J de C' a une réduction semi-stable sur R.

Voir [3, Exposé 1; Proposition 2.2] pour Iéquivalence des deux premiéres
assertions, et |3, Exposé 1; Proposition 5.7] pour ’équivalence avec la derniére.

On fixe C une K-courbe lisse géométriquement connexe de genre g > 2,
ayant une réduction semi-stable sur R. Soit C le modéle régulier minimal de C'
sur R. On note par I' le graphe dual de la fibre spéciale Cy : c’est le graphe
dont I'’ensemble des arétes est ’ensemble des composantes irréductibles de Cy,
et dont I'ensemble des sommets est I’ensemble des noeuds de Cj ; on note par
b1(T") le premier nombre de Betti de I'.

Comme précédemment, J est la Jacobienne de C' et J son modéle de Néron
sur R. On note par ® le groupe des composantes de la fibre spéciale J; de J.

Définition 6.2.0.1. Dans un graphe, un circuit est un chemin qui commence
et se termine sur le méme sommet. Un circuit ot aucun sommet ne se répéte
est appelé un cycle.
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Si Q est un graphe, on note par Cyc(Q) l’ensemble des cycles dans Q, et on
définit

c2(Q) := ged{nombre d’arétes communes a C et C' | C,C" € Cyc(Q)}
Si Cyc(Q) = @, on pose c2(2) = 0.

Exemple 6.2.0.1. Si Q est un polygone avec d arétes, alors co(2) = d. Si
Q consiste en deux polygones avec d arétes chacun, partageant d' arétes, alors
c2(Q) = ged(d, d'). D’autres exemples sont donnés dans [11, §5.6].

Avec les hypothéses ci-dessus, 1’énoncé suivant est prouvé par Chiodo [11,
§7; Proposition 7.5.1], en utilisant une terminologie légérement différente :

Proposition 6.2.0.1. (Critére de Chiodo). On a
Oy[r] ~ (z)rz)" D
si et seulement st r divise co(T).

L’étape essentielle dans la généralisation du résultat de Chiodo est la sui-
vante :

Proposition 6.2.0.2. Soit r > 1 un entier. Le schéma en groupes Jr] est
fini et plat, si et seulement si la courbe C' a une réduction semi-stable et que le
graphe dual I de sa fibre spéciale satisfait la condition

Op[r] =~ (2/rz)®

Démonstration. Le cas ol r et p sont premiers entre eux a été prouvé par Chiodo.
Par conséquent, on suppose ici que p divise r.

Premiérement, on observe que si C' n’a pas une réduction semisatble, alors
sa Jacobienne J n’a pas de réduction semi-stable non plus. De ce fait, le rang
unipotent de Jx n’est pas 0, ce qui implique que Jj, contient le groupe additif G,
comme sous-groupe. Or, G, x[p] = G, puisque p est égal a la caractéristique
de k, et ainsi Ji[r] n’est pas un schéma en groupes fini, puisqu’il contient un
sous-schéma en groupes de dimension 1. Par conséquent, le fait que C a une
réduction semi-stable est une condition nécessaire pour que J|r] soit fini.

Supposons maintenant que le modéle régulier minimal C de C est semi-stable.
Comme J a une réduction semi-stable, J[r| est quasi-fini et plat (cf. [10, §7.3;
Lemme 2]). D’aprés le Lemme 6.2.0.1 ci-dessous, J[r] est fini si et seulement si
sa fibre spéciale Ji[r] a un rang 729 en tant que k-schéma fini. D’un autre coteé,
par le lemme du serpent, on a une longue suite exacte :

0= T2 = Tilr] = ®[r] = T2)r — -~

Etant donné que J est semi-stable, la fleche de multiplication J,? LN j,?
est surjective [10, §7.3; Lemme 1], alors J2/r = 0. Par conséquent, on a

rangJy.[r] = rangJP[r] + rang®[r]. (29)
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La semistabilité de C implique que Picg ~ J9 (ici, comme la fibre spéciale
de C est réduite par définition, le pged des multiplicités de ses composantes
irréductibles est 1, cf. Théoréme 4.5.0.2(2)), et que Picgk est une extension
d’une variété abélienne de rang a par un tore de rang by (T") [10, §9.2 ; Exemple
8]. On a

a+ bl(F) = dimy Hl(Ck,Ock) =dimg Hl(C, Oc) =g

ol la premiére égalité vient de [24, §7.5; Définition 5.21], et la seconde, étant
donné la platitude et la projectivité de C sur R, vient de [24, §8.3.1; Corollaire
3.6].

Finalement, il est bien connu que le sous-groupe de r-torsion d’une variété
abélienne (resp. tore) de dimension d est un schéma en groupes de rang r2?
(resp. r%). En mettant tout ¢a ensemble, on déduit que

rang Picgk [r] = r2% x por) = 2902 (T)

en tant que k-schéma en groupes. Ainsi, il vient de (29) que Ji[r| a pour rang
729 si et seulement si ®4[r] a pour rang 7 (), en tant que k-schéma en groupes.
Comme ®y[r] est étale, cela signifie que ®[r] a exactement r**(1) points sur k.
Par [11, §7; Lemme 7.3.4], cela est équivalent a ®[r] ~ (Z/rZ)> (1),

O

Lemme 6.2.0.1. Soit X un R-schéma quasi-fini plat et séparé. Si les fibres
spéciale et générique de X ont le méme rang, alors X est fini sur R.

Démonstration. Par descente fidélement plate [19, §2.7; Proposition 2.7.1(xv)],
on peut supposer que R est un anneau de valuation discréte complet. Alors,
d’apres [18, §6.2; Corollaire 6.2.6], X est isomorphe en tant que R-schéma a
P’union disjointe X’ X", ou X’ est un R-schéma fini et X" un R-schéma quasi-
fini tels que X" N X}, = @. La platitude de X sur R implique la platitude de X’
et X” sur R. On a alors :

rang Xj, = rang X, = rang Xy

La premieére égalité vient du fait que X’ est fini plat, et la seconde du fait que
X" N X, = @. Or, on a par hypothése rang X = rang Xj. Ainsi, il vient de
légalité ci-dessus que rang X} = rang Xg, d'ou Xy = Xk. Par conséquent
X" = @, ce qui signifie que X est fini sur R et le résultat s’en suit. O

Corollaire 6.2.0.1. Soit r > 1 un entier. Le schéma en groupes J[r] est fini et
plat si et seulement si la courbe C' a une réduction semi-stable, et que le graphe
dual I" de la fibre spéciale de C satisfait le critére de Chiodo.

Démonstration. Cela se déduit en compilant la Proposition 6.2.0.1 et la Propo-
sition 6.2.0.2. O
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Corollaire 6.2.0.2. Soit C' une courbe lisse projective et géométriquement
connezre sur K, de genre g > 2 et munie d’un point K-rationnel, et soit C
le modele régulier minimal de C' sur R. Soit G un K-schéma en groupes fini
plat commutatif et tué par r, et soit Y — C un G-torseur fppf pointé tel que Y
est géométriquement connexe. Si C est semi-stable et si le critére de Chiodo est
satisfait, alors G a un R-modele (fini et plat) G et Y — C se prolonge de fagon
unique en un G-torseur logarithmique pointé sur C.

Démonstration. Soit GP — J le morphisme du Lemme 6.1.0.1 associé au G-
torseur Y — C. Comme G est tué par r, il en est de méme pour GP, et donc ce
morphisme se factorise par GP — J[r]. De plus, étant donné que Y est géométri-
quement connexe, ce morphisme est injectif; et alors, G peut étre vu comme
un sous-schéma de J[r], de sorte qu’on puisse considérer GP la cloture sché-
matique de GP dans J[r]. D’aprés [19, §2.8; Proposition 2.8.5], c’est 'unique
sous-schéma fermé de J[r] qui est plat sur R et dont la fibre générique est G.
De plus, comme le calcul de la cléture schématique commute avec le produit
fibré sur R ([19, §2.8; Corollaire 2.8.6]), la multiplication dans G se prolonge
naturellement sur GP. Et donc GP est un sous-schéma en groupes fini et plat
de J[r].

Maintenant, comme C' est semi-stable et étant donné I'’hypothése sur le graphe
dual de Cg, il vient du Corollaire 6.2.0.1 que J|[r] est fini sur R, et donc GP est
fini sur R étant donné que les immersions fermées sont finies et la composition
de morphismes finis est finie. On conclut que GP est un modéle (fini et plat) de
GP. Si G est le dual de Cartier de GP, alors G est un modéle (fini et plat) de
G, qui vient avec un morphisme d’inclusion GP < J[r] prolongeant I'inclusion
GP — J[r]. 1l reste a utiliser le Théoréme 6.1.0.1 pour conclure.

O

6.3 Partie IIT : Exemples de prolongement de torseurs sur
une courbe hyperelliptique.

Dans cette derniére partie des résultats, on étudie le prolongement de tor-
seurs sur une courbe donnée, afin d’illustrer les résultats de la premiére partie
de cete thése. Pour un nombre rationnel ¢ # +1 et un nombre premier p # 2,
on considére la courbe hyperelliptique, définie sur QQ par :

y? = f(z) = P — (1+ CQ)xp +c?

Notons que Qo = (1,0) est un point rationnel sur cette courbe. Par consé-
quent, on peut considérer les torseurs C' pointés relativement a Qq.
On commence par construire C;, un modéle régulier de la courbe au-dessus de
7,8, pour un certain nombre premier [. Ainsi, sachant que la Jacobienne de
cette courbe contient un sous-groupe isomorphe a (Z/pZ)? [17, §3; Lemme 3.3],
cela donne, par le Lemme 6.1.0.1, un uf,—torseur pointé sur C (relativement a

8. L’emploi du terme modéle ici est un abus de langage. Ce qu’on veut signifier est que la
fibre générique de ce modéle est isomorphe a la courbe aprés le changement de base Q — Q.
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Qo). Le but de cette section est d’étudier le prolongement de ce dernier en un
torseur sur le modéle C;.

6.3.1 Une courbe hyperelliptique dont la Jacobienne contient un
sous-groupe isomorphe a (Z/pZ)%.

Ce qui suit provient de [17, §; Lemma 3.3]. On se donne la courbe hyperel-
liptique suivante C, dont ’équation affine sur QQ est donnée par

y? = fz) = %P — 1+ 02)mp +c?

avec ¢ un entier différent de +1 et p # 2 un nombre premier. Dans I’espace
projectif, cette courbe a une singularité sur un de ses points a l'infini, que
I’on peut supprimer aprés normalisation. On obtient alors une courbe lisse, que
recouvrent les deux cartes affines suivantes :

— yP=flx)=2" - (1+c*)aP + 32
- t2 — 82pf(%)

et que l'on peut recoller en utilisant (z,y) = (%, éip) Nous appelons cette courbe
également C.

En utilisant le critére Jacobien, on peut vérifier que la courbe a mauvaise
réduction au-dessus des nombres premiers 2, p et des nombres premiers qui di-
visent c(c? — 1).

On a les relations suivantes :
(y — 2P —c)(y +a” +¢) = —(c* + 1)a?
(y—aP +c)(y+aP —c)=—(c* +1)aP
Et on calcule que
div(y — 2" — ¢) = p(0,¢) — poo
div(y — 2P + ¢) = p(0,¢) — poo
ol 0o désigne un des points de C a l'infini. Ainsi, les deux diviseurs
(0,¢) — o0 et (0,—¢c) — o0

définissent deux classes d’ordre p dans la Jacobienne de C', qui sont des
classes de diviseurs indépendants par le théoréme de Riemann-Roch. Cela signi-
fie que la Jacobienne de C' contient un sous-groupe isomorphe & (Z/pZ)?. Par
conséquent, on a un ,uf)—torseur pointé sur C.

Considérons C, la surface arithmétique au-dessus de Z donnée par les équations :
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= ) = — (14 P £
— £ =5"f(3)
Il est clair que sa fibre générique est la courbe C'.

6.3.2 Construction d’un modéle régulier de C' et étude du prolonge-
ment de torseurs pointés au-dessus de ce dernier.

Dans cette section, on étudie deux exemples de prolongement de torseurs
pointés. Pour le premier exemple, pour une classe de nombres premiers p bien
choisis, et aprés avoir construit & partir de C un modéle C, de C au-dessus de
Z,,, on vérifie en utilisant le Théoréme 6.1.0.1 que le ,u?]—torseur pointé sur C' se
prolonge en un torseur fppf sur C,,.

Quant au second exemple, on fixe p = 3 et [ = ¢ un nombre premier différent
de p, et on construit un modéle régulier C; de C' sur Z;. En ce cas, on verra que
le ,uf]—torseur pointé ne se prolonge pas en un torseur fppf sur C;.

1. Premier exemple. On rappelle que la surface C au-dessus de Z est re-
couverte par les deux cartes affines :
— Y= @) = = (14 )P +

— £ =5"f(3)

avec ¢ un entier différent de 1 et p un nombre premier impair, ne divisant
pas 0(02 — 1) (en particulier, p # 3).

— Construction d’un modéle régulier C, au-dessus de Z,. En
utilisant le critére Jacobien, on vérifie que dans chaque carte affine,
il y a deux points singuliers dans la fibre de C au-dessus de p, se
trouvant dans l'intersection de celles-ci. De ce fait, il suffit de faire la
désingularisation dans une des deux cartes, par exemple, la premiére.

Dans la premiére carte, la matrice Jacobienne au point (x,y) de C
est donnée par

J(z,y) = (=2px**~ ' + p(1+*)aP~!  2y)=(0 2y) mod p

Par conséquent, les singularités éventuelles sont solutions du sys-
téme :

2y=0 mod p
> = (2P —1) (2P —A) = (x —1)P(z — )P mod p

Ainsi, sur la surface Z[X,Y]/(Y? — f(X)), au-dessus de la fibre en p,
on a deux points éventuellement singuliers : M =< z — 1,y,p > et
M =<z — % y,p >. Alors que la dimension de Krull de I’anneau
local (Z[X,Y]/(Y?— f(X)))m est 2, on calcule que dimg, 90/9M* = 3.
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Ainsi, 9 n’est pas régulier, et il en va de méme pour 9. Par la suite,

on éclatera séparément C sur chacun de ces deux points fermés 9 et
m’.

L’éclatement de C en 91 est donné par les trois cartes affines sui-
vantes :

Carte 1 : C},. On définit de nouvelles variables y = ( — 1)v et
p = (z — V)w. Ecrivons f(z) = 7 ai(z — 1)) = 7 ai(x — 1) +
p(1 — c?)(z — 1), puisque ag = 0 et a; = p(1 — c?). Aprés avoir rem-
placé y et p par les nouvelles variables dans 1’équation de la premiére
carte recouvrant C, puis, en supprimant la partie exceptionnelle?
(z—1)2'%, on obtient que C} | est donné par le systéme

2p—2
ol v? = Z aivo(z — 1) +w(l - c?)
p,1 i=0
(z—-Dw=p

Carte 2 : (2. La deuxiéme carte est obtenue en utilisant les nou-
velles variables uy = x — 1 et wy = p. En remplagant dans 1’équation
de C, on obtient aprés avoir supprimé la partie exceptionnelle y? :

2p—2

o2 1=w(l-cAu+ Z a0y ut T2
Pyl i=0
yw =p

Carte 3 : C; . La troisiéme carte est obtenue en utilisant les nou-
velles variables up = z — 1 et vp = y. On obtient :

2p—2
Cgﬁl cv? =u(l—c?)+ Z Qipop'utt?
i=0

Par la suite, on recolle les quatre cartes affines ensemble (les trois
cartes définies ci-dessus et la partie de la carte t* = s* f(1) n’ayant
pas subi d’éclatement) en utilisant les changements de variables défi-
nis ci-dessus, et cela donne alors un modéle de C sur Z. On affirme que
ce modéle construit n’est plus singulier en 91. En effet, on doit véri-
fier la régularité en 9t de chacune des trois cartes affines précédentes.
Par exemple, dans la premiére carte C;,l, la matrice Jacobienne au
point (z,v,w) est donnée par :

2p—2 ) i
J(z,v,w) = < Sl aigei(z — 1) 20 2 — 1)

w 0 x-—1

9. Faisant partie du diviseur exceptionnel obtenu aprés 1’éclatement.
10. Cette manipulation a déja été justifiée dans I’Exemple 3.1.1.1.
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Puisqu’on regarde les singularités aprés 1’éclatement en 9, on se
concentre sur les points qui vérifient + = 1, y = 0 et p = 0. On
obtient :

_ 2 _
J(z,v,w) = ( 53 201) ¢ 0 1)

On obtient le systéme :

v> =as+w(l—c*) mod p

(t—1w=0 mod p
20w =0 mod p
(> ~1D)w=0 mod p

Ainsi, w =0 mod p. La premiére équation donne alors v — as = 0.

Un calcul facile donne ao = 0 mod p, et donc v =0 mod p. Par
conséquent, M"” :=< x — 1, v, w,p > est la seule singularité possible
et 'on peut vérifier que ce point est en fait régulier. En effet, on
doit voir que p et w vivent dans 9”2, Pour p, ceci est clair puisque
p=(r—1)w. Quant a w :

0=v2 =" aira(z—1) —w(l —2) = ag +az(z —1) —w(l — )
mod 92

Comme as et ag sont chacun un multiple de p (ceci se vérifie ai-
sément), et étant donné I’hypothése selon laquelle p ne divise pas
1 — ¢, on en déduit que w € M2, Par conséquent, IMM” est régulier.
En ce qui concerne les deux autres cartes, on vérifie exactement de la
méme maniére qu’aucune n’est singuliére en 1. Finalement, on peut
conclure que le modéle qu’on a construit n’est plus singulier en 9.
On tensorise alors ce dernier par Z, et on obtient un modéle de C'
au-dessus de Z,. Notons-le Cp, ;.

On fait exactement le méme travail pour lautre point singulier de
C : léclatement de C en 9’ est donné par les trois cartes affines sui-
vantes :

Carte 1 : C},. On définit les nouvelles variables y = (z — ¢)3 et
p = (x — ¢)y. En écrivant f(z) = Z?ﬁo bi(x — ¢), on obtient :
2p—2
o, ] 8= T tate =) e (1 4%)
(—c)y=p
Carte 2 : C2,. On définit les nouvelles variables © — ¢ = yo et
p=y7:
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CQ

p,

1= aye® 2(2¢* — (1 + %)) — bya?
? ya=p

Carte 3 : CJ,. On définit les nouvelles variables = — ¢ = pa et
y=ph:

2p—2
Clyi B2 = ac® 227 — (14+¢2) + Y bipapait?
=0

On recolle les quatre cartes ensemble (les trois cartes ci-dessus et la
partie de la carte t? = 5?7 f(1) n’ayant pas subi d’éclatement) en uti-
lisant les changements de variables mentionnés ci-dessus. Cela donne
alors un modéle de C sur Z. Encore une fois, on vérifie que ce modéle
n’est plus singulier en M’. On note par C, 2 le modeéle au-dessus de
Z,, aprés avoir tensorisé le recollement des quatre cartes par Z,. Fi-
nalement, on note par C, le recollement de C,,; et Cp 2. Par le travail
fait précédemment, C, est un modéle régulier de C sur Z,,.

Calcul de la fibre spéciale de C, et du groupe des compo-
santes ® de la fibre spéciale du modéle de Néron de la Ja-
cobienne de C.

Dans cette section, on calcule la fibre spéciale du modéle régulier
C, construit précédemment, et ensuite on calculera, en utilisant le
Corollaire 4.6.0.1, le groupe des composantes ® de la fibre spéciale
du modeéle de Néron de la Jacobienne de C, et ce, a partir de la fibre
spéciale calculée. Ce groupe donne un indice & propos de I'existence
d’un prolongement fppf d’un torseur sur C. En effet, on a le lemme :

Lemme 6.3.2.1. Supposons que R est un anneau de valuation dis-
crete strictement hensélien, de corps résiduel k de caractéristique
p > 0 et de corps de fractions K. Avec les hypothéses du Théo-
réme 6.1.0.1, étant donné un G-torseur pointé sur C (relativement &
Qo = (1,0)), si le morphisme GP — J se prolonge en un morphisme
GP — T, et si #GN\#P = 1, ou ® est le groupe des composantes
de Jy, alors le torseur pointé donné se prolonge en un G-torseur fppf
sur C.

Démonstration. Par définition, & = J;/ j,g (remarquons que comme
R est strictement hensélien, k est algébriquement clos. Par consé-
quent J /j,? est complétement déterminé par ses k-points). Ainsi,
on a une suite exacte de faisceaux fppf de groupes :

0T =T —®—0
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de laquelle, si G est la fibre spéciale de G, on déduit la longue suite
exacte de faisceaux fppf de groupes :

0 — Homy (G2, J2) — Homy(GE, Ji) — Homy,(GP, @) — ...

Comme #G \ #® = 1, Hompg (G2, ®) = {0} et le résultat découle du
Théoréme 6.1.0.2. O

Décrivons & présent la fibre spéciale de Cp,. On peut montrer qu’aprés
avoir recollé toutes les cartes qui recouvrent C,, la fibre spéciale de
Cp, que I'on note par ép, vit dans les cartes Czl,’1 et CZI),27 hormis pour
quelques points a l'infini.

La carte Cp 1 contient deux composantes de la fibre spéciale, qui
vivent chacune dans Ci ,; elles s’intersectent en un seul point (z =
1,v=0,w=0 mod p):

w=0
r=1
Gl G2 2p—2 4
p’l{UZEw(l—CQ) P 2 = Zai“(gzt—l)Z
i=0

En fait, on peut calculer les a; et on trouve :

0 if i=0

. (2f>_(1+02)(§> if 0<i<p (30)
(2?9) if p<i<2p

)
11 vient :

o2 w=0
P 2 = —(14+A)(z—1)P 2 4 (x—1)%P2

Pour les mémes raisons, Cp 2 contient deux composantes de la fibre
spéciale qui s’intersectent en un seul point (z = ¢,8 = 0,7 = 0
mod p) :

y=0
al )t = ¢? a2 2p—2
PRI =@ — (1)) PR B =Y ba(a - o)
i=0
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Et on vérifie aussi que :

7=0
G2
D2 {62 = _(1 + 62)(56 _ C2)p72 + (1, _ C2)2p72

Remarquons que G, (resp. G} ,) est contenu dans le diviseur ex-
ceptionnel induit par le premier (resp. second) éclatement, tandis que
Gil (resp. Gfﬂ) intersecte le diviseur exceptionnel en un seul point.
Par conséquent, aprés avoir recollé Cy, 1 et Cy 2, les composantes G |
et Gf,)z s’identifient puisque 1’éclatement donne lieu 4 un isomor-
phisme en dehors des points éclatés. Ainsi, ép a trois composantes
(cf. la figure 2 ci-dessous).

G;,l G117,2
G? G?

p,1 p,2

FIGURE 2 — La fibre spéciale C;,.

Calculons a présent le groupe des composantes ®. La matrice des
intersections de la fibre spéciale C, est donnée par :

(Gy2)? GG, G,,G2 -4 2 2
A = G}?,lGé,Q (Gll)71)2 G11771G§a1 = 2 —2 0
G2 .G, G3.GL, (G2,)? 2 0 -2
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En effet, par exemple :

F;D [I, v, w]<z,v,w>

Gl G2 ) (o—00—0 weo) = dim
(p’l p’l)( 0,0=0,w=0) ]Fp(x—l,w,vQ—w(l—CQ)w
F
— dimy T2l v,0))
P (zyw,v?)

=2.

Par le Corollaire 4.6.0.1, en utilisant cette matrice, on déduit que
O ~Z/2.P7/27.

Etude du prolongement du ug-torseur.

Comme on ’a vu dans la section 6.3.1, la Jacobienne de C' contient
un sous-groupe isomorphe & (Z/pZ)? ; ainsi, on a un ug—torseur sur C.
Soit J — Z le modéle de Néron de J sur Z (cf. Remarque 4.4.0.1);
alors l'inclusion (Z/pZ)? C J se prolonge en un morphisme H :=
(Z/pZ)* — J. Considérons H Xz Z, ~H — T, (o0 Jp := T Xz Zyp
est le modéle de Néron de sa fibre générique car Z — Z,, est un chan-
gement de base étale, cf. Proposition 4.4.0.1). En munissant C,, de la
log structure induite par sa fibre spéciale, et par le Théoréme 6.1.0.1,
on sait que le ui—torseur pointé sur C considéré précédemment, se
prolonge de facon unique en un ,uf,—torseur logarithmique sur C,. La
question est alors de savoir si ce dernier provient d’un torseur fppf
ou non sur Cp,. Pour vérifier cela, en utilisant le Théoréme 6.1.0.2, il
suffit de regarder si I'image de H se trouve dans jg. Cela équivaut a
se demander si les deux diviseurs

(0,¢) — oo et (0, —c) — o0

se prolongent en des sections de J;’ sur Z,. Une autre fagon de dire
la méme chose est : C' et son modéle régulier C,, ont le méme corps
de fonctions et donc, on peut considérer deux diviseurs naturels sur
Cp

%div(y —aP —¢)=(0,c) — 30 + %Vp
%div(y —a2P4+¢)=(0,—c) -+ %Vp’

ou (0,¢), (0, —c) et o0 sont les diviseurs horizontaux correspondant
aux sections de C, qui prolongent les points de C, et V,, et Vp’ sont
deux diviseurs verticaux sur C,. Ces deux diviseurs a coeflicients
rationnels définissent les G,,-torseurs log prolongeant les diviseurs
(0,¢) — 00 et (0,—c) — oo. On peut dire que I'image de H se trouve
dans j19 si et seulement si les diviseurs ci-dessus sont & coefficients

entiers, i.e. %V}] et %V;f ont des coefficients entiers (cf. La preuve du
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Theéoréme 6.1.1.1).

Calculons ces diviseurs sur C,. Considérons les idéaux 9 :=< z,y —
c>et M ;=< x,y+c>. Ces idéaux premiers ne sont contenus dans
aucun des deux idéaux maximaux 9 et M’ o on a effectué les écla-
tements, ce qui signifie que les points géométriques correspondant &
M et M’ ne sont contenus dans aucune des variétés correspondant
a M et 9. Comme ’éclatement induit un isomorphisme en dehors
des points éclatés, cela implique que les points (0, ¢), (0, —c) et oo ne
sont pas affectés par les éclatements effectués (en particulier, les mul-
tiplicités ne changent pas) et par conséquent, les diviseurs prolongés
dans le modéle régulier C, sont donnés par

%div(y —aP —¢)=(0,¢) — 0
%div(y —aP+¢)=(0,—c) -0

Conclusion. On peut conclure, en utilisant ce qui a été expliqué ci-
dessus, que le ug-torseur pointé se prolonge en un torseur fppf pointé
sur C,. Ce constat corrobore ce qu’on a trouvé a propos du groupe
des composantes de J,. En effet, on a supposé que p est impair (cette
hypothése est utilisée dans la construction du modéle régulier) et on
a trouvé #® = 4. Par conséquent, p? \ #® = 1, ce qui conduit, une
fois de plus, en utilisant le Lemme 6.3.2.1, & la méme conclusion.

2. Deuxiéme exemple. Pour le deuxiéme exemple, on va traiter le cas ou
p = 3 et on va construire un modéle régulier de la courbe C sur Z;, avec
! un nombre premier différent de p, par conséquent, différent de 3. On
considére ici la surface fibrée au-dessus de Z (notée C et dont la fibre
générique est isomorphe a C'), donnée par les équations :

— 2= f3(x) =28 — (1 + 1223 + 12

— 12 =s0f3(1)

— Construction d’un modéle régulier C; au-dessus de Z;, avec

[ # 3. Dans ce cas, on commence par vérifier que la seconde carte ne
contient aucun point singulier sur la fibre au-dessus de [.
En utilisant le critére Jacobien, on trouve qu’il y a un seul point
potentiellement singulier sur la premiére carte : M =< z,y,l >, et
par un calcul de dimensions, on vérifie que ce dernier est effectivement
singulier. L’éclatement de C en M est donnée par les trois cartes
affines ci-dessous :

Carte 1 : C}. On définit de nouvelles variables y = zv et | = zw.
Aprés les avoir remplacées dans ’équation de la premiére carte de C,
et en supprimant la partie exceptionnelle 22, on trouve que C}' est
donné par le systéme :
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1{v2:x4—(1+12)x+w2
G

zw =1

Carte 2 : C?. La seconde carte est obtenue en utilisant les chan-
gements de variables © = yu et | = yw. En remplacant dans les
équations de la premiére carte de C et en supprimant le facteur y? :

l
zw =1

2 { 1 =28 — (14 )au® + w?
Carte 3 : Cl?’. La troisiéme carte est obtenue en utilisant les change-
ments de variables x = lu et y = [v. On trouve :

CPv? =1"b — (1 + 1) +1

Ensuite, on recolle les quatre cartes (les trois cartes ci-dessus et la
carte t?> = s6f3(1)) en utilisant les différents changements de va-
riables donnés. Cela donne un modéle pour la courbe C' sur Z et on
affirme que ce dernier n’est plus singulier en 9. On doit vérifier cela
sur chacune des trois cartes affines ci-dessus. Par exemple, dans Cll,
la matrice Jacobienne au point (z,v,w) est donnée par :

dr — (1+12) —2v 2w
S = (TG B

Comme on regarde les singularités aprés I'éclatement en 95?, on s’in-
téresse aux points vérifiant x =0, y = 0 et [ = 0. On trouve :

-1 —2v 2w
J(x,v,w)-(w 0 O>

On obtient alors le systéme :

U2 = w2
2w =
2w =0

Ainsi, w =v =2 =0 mod [. Par conséquent, M =< T, v,w,l >
est le seul point singulier potentiel sur cette carte. Or, [ = zw € M2
et z =zt — Pz 4+ w? —v? € M2, donc M’ est régulier. On vérifie
de la méme maniére que les deux autres cartes affines ne sont pas
singuliéres en 9. Finalement, on conclut que le modéle construit
n’est pas singulier en M. On tensorise ce dernier avec Z; et note
celui-ci C; : c’est un modéle régulier de la courbe C sur Z;.
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— Calcul de la fibre spéciale de C; et du groupe des compo-

santes ®; et du groupe des composantes de la fibre spéciale
du modéle de Néron de la Jacobienne C.
On vérifie quhormis pour des points & l'infini, la fibre spéciale C; de
C; vit sur la premiére carte Cll. Elle posséde trois composantes qui se
rencontrent en un point (z = 0,v = 0,w = 0), et qui sont données
par :

w=0

’1)251’471’

FIGURE 3 — La fibre spéciale C;.

On calcule a présent le groupe des composantes ®;. La matrice d’in-
tersection de la fibre spéciale est donnée par :

(G})? GIG? GlG3 -2 1 1
B:= |GiG] (G})? GiG}l=|1 -2 1
GGt G3G? (G3)? 11 =2

En utilisant cette derniére et le Corollaire 4.6.0.1, on calcule que
b, ~ Z/3Z.

— Etude du prolongement du p3-torseur pointé. Comme montré
précédemment, la Jacobienne de la courbe C contient un sous-groupe
isomorphe & (Z/3Z)?, et cela donne alors un p3-torseur pointé sur C
(relativement & Qo = (1,0)). Si J — Spec(Z) est le modeéle de Néron
de J sur Z, l'inclusion (Z/3Z)? < J se prolonge en un morphisme
H = (Z/3Z)* — J, ot H est un groupe fini et plat sur Z. On
sait d’aprés le Théoréme 6.1.0.1, que le p3-torseur pointé s’étend
de maniére unique en un j3-torseur logarithmique sur C;. Dans cet
exemple, on va vérifier que ce prolongement log ne provient pas d’un
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torseur fppf, i.e. il n’y a pas de prolongement fppf pour le torseur
initial sur la courbe.

Soient M =< z,y —1 > et N =< x,y+1 >; ces idéaux premiers sont
contenus dans I'idéal maximal 9 ot on a éclaté C ; cela signifie que les
variétés correspondant a ces idéaux premiers ont subi ’éclatement en
M. Apres I'éclatement, tous les points de C sauf 9t restent inchangés,
tandis que 90 donne deux diviseurs verticaux G} (noté V;) et G? (noté
V/'), correspondant au diviseur exceptionnel dans l'espace affine. On
a déja vu que ces composantes apparaissent avec multiplicité 1; par
conséquent, on a

sdiviy—a? —1) = (0,1) -+ 1 (Vi + V)
sdiv(y —a? +1) = (0,—1) =50+ (Vi + V)

Conclusion : On peut conclure, en utilisant ce qui a été expliqué ci-
dessus, que le pus-torseur pointé ne se prolonge pas en un torseur fppf
sur Z;. De plus, par le Lemme 6.3.2.1, cela implique en particulier que
#®; et #(Z/37Z)* = 9 n’ont aucun diviseur non trivial en commun.
Or, on a déja calculé que ®; ~ Z/3Z, et donc cela est cohérent.
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7 Perspectives.

7.1 Extension des torseurs résolubles.

Fixons R un anneau de valuation discréte de corps de fractions K et de corps
résiduel k de caractéristique p > 0.
Aprés avoir étudié la question du prolongement des torseurs ou le groupe agis-
sant est commutatif, il est naturel de se demander ce qui se passe si ce dernier est
résoluble. Il faut noter que comme on s’est servi du dual de Cartier du schéma
en groupes agissant sur le torseur pour construire le prolongement de ce dernier,
si le schéma en groupes est résoluble, on ne peut pas utiliser la méme stratégie
de preuve, puisque le dual de Cartier n’est pas défini en ce cas. Toutefois, on
peut tirer profit des résultats obtenus dans le cas commutatif pour étudier le
cas résoluble.

En effet, on peut observer que chaque torseur résoluble (on entend ici que
le schéma en groupes agissant est résoluble) peut s’écrire comme une tour de
torseurs commutatifs. Soit G un K-schéma en groupes fini plat et résoluble, de
longueur n, i.e. on a une suite de sous-schémas en groupes finis et plats de G :
Hy,...,H,, tels que

H,={e}<..<H < Hy:=G

ou H; 11 <H, signifie que H; ;1 est un sous-schéma en groupes normal de H;, et le
schéma en groupes quotient H;/H; 11 est commutatif pour tout 7 € {0,...,n—1}.

De plus, les schémas en groupes quotient H;_1/H; sont finis et plats d’aprés
[32, §3; Théoréme].

On se donne un G-torseur fppf pointé ¥ — C, avec C une courbe lisse
projective et géométriquement connexe sur K, munie d’un point rationnel. Ce
torseur peut alors étre vu comme une tour de torseurs fppf commutatifs (et
pointés) : les H;/H,1-torseurs pour un certain ¢ € {0, ...,n — 1}. On les appelle
les composantes commutatives du torseur résoluble Y — C.

Par exemple, si n = 2 et si la suite correspondante a G est

H<G

en supposant que G agit sur Y a droite, on définit une action de G sur Y X gpec(k)
G/H par

~ (G,Y XSpec(K) G/H) — YXKG/H
(9,(y, f)) = (yg~ " 9f)

On définit le K-schéma Y’ := Y x¢ G/H = (Y xx G/H)/ ~ : le produit
contracté de Y et G/H. Il est en fait canoniquement isomorphe & Y/H.

Lemme 7.1.0.1. SiY — C est un G-torseur fppf pointé, alors Y — Y x¢G/H
est un H-torseur fppf pointé et Y x¢ G/H — C est un G/ H-torseur fppf pointé.
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Démonstration. L’action de G/H sur Y x% G/H est définie par I’action natu-
relle de G/H sur lui-méme. Comme G/H est commutatif, on vérifie facilement
que cette action est bien définie. Pour le fait que Y x¢ G/H — C est un G/H-
torseur fppf, c’est démontré dans [12, IIT; §4; n.3]. Par suite, il est clairement
pointé puisque chacun de Y et G/H a un point.

Il reste a voir que Y — Y’ =Y x% G/H est un H-torseur fppf pointé. H
agit sur Y puisque H est un sous-schéma en groupes de G. Montrons qu’on a
isomorphisme :

Y xy Y ~Y xH

Soient y1,y2 € Y. Alors, comme Y — C est un G-torseur, dlg € G tel que
y2 = y19. On doit voir que si y; et yo ont la méme image dans Y’ alors g € H.
Mais il est clair que 7; et y;g ont la méme image si et seulement si g~! € H et
donc g € H.

Ce torseur est une fois de plus clairement pointé. O

Sin > 2, on réitére ce processus en factorisant Y — Y et ainsi de suite.

Question 7.1.0.1. Peut-on ramener la question du prolongement d’un torseur
résoluble a celle d’un torseur commutatif ?

Pour commencer, remarquons le fait suivant :

Lemme 7.1.0.2. Soit Y — C un G-torseur fppf pointé, avec C' une K-courbe
lisse projective et géométriquement connexe, munie d’un point rationnel, et G
un K-schéma en groupes fini plat et résoluble. Si le torseur Y — C' se prolonge
en un torseur logarithmique (pointé) sur un R-modeéle réqulier C de C, alors
ses composantes commutatives se prolongent aussi en torseurs logarithmiques
(pointés).

Démonstration. Montrons le cas ot G est de longueur 2 et la preuve se généralise
facilement pour les valeurs de n supérieures.
Supposons alors que H < G avec G/H commutatif. Supposons qu'il existe un
R-modéle fini et plat G de G et un G-torseur logarithmique (et pointé) Y — C
prolongeant Y — C. On note H l'adhérence schématique de H dans G. Alors
H est plat par définition de I’adhérence schématique et est fini étant donné
que les immersions fermées sont finies et la composée de deux morphismes finis
est finie. De plus, H est un sous-groupe normal de G étant donné qu’il lest
génériquement. Par conséquent, on peut considérer le R-schéma en groupes G/H,
qui est aussi fini et plat ([32, §3, Theorem]|).
Ainsi, le H-torseur Y — Y x% G/H se prolonge en un H-torseur logarithmique
Y — Y x9G/H et le torseur Y x& G/H — C se prolonge en un G/H-torseur
logarithmique Y x9 G/H — C. Ces deux torseurs sont clairement pointés dés
lors que Y — C lest.

O

Toujours dans le cas ot n = 2, si on suppose de plus que la caractéristique
de K est nulle, alors les K-schémas en groupes sont tous étales, et dans ce cas
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Y x¢ G/H ~ Y/H est une K-courbe lisse et projective, munie d’un point ra-
tionnel. On peut donc considérer sa Jacobienne J’ (ici, comme Y — Y x% G/H
est un H-torseur, il vient que Y/H ~Y x% G/H).

D’autre part, par le Lemme 6.1.0.1, la donnée du H-torseur Y — Y/H est
équivalente & la donnée d'un K-morphisme de schémas en groupes GP — .J', et
celle du G/H-torseur Y/H — C est équivalente & celle d’'un K-morphisme de
schémas en groupes (G/H)P — J, avec J la Jacobienne de C.

Par conséquent, si 'on dispose d’'un R-morphisme de schémas en groupes
HP — J' prolongeant le K-morphisme HP — J', avec J' le R-modéle de Né-
ron de J' et H un R-modéle de H ; et d’'un R-morphisme de schémas en groupes
FP — 7, avec J le modéle de Néron de J et F un R-modéle de G/H, on peut
alors prolonger chacun des deux torseurs de la tour de torseurs de Y — C' par
le Théoréme 6.1.0.1, et on obtient alors un H-torseur logarithmique (pointé)
Y — Z prolongeant le H-torseur Y — Y/H, et un F-torseur logarithmique
(pointé) Z — C prolongeant le G/H-torseur Y/H — C.

On peut alors se demander si I’on peut construire & partir de ces deux pro-
longements un prolongement du G-torseur initial ¥ — C.
Remarquons pour commencer que ) — C n’est pas un torseur en général. Par
exemple, la composition de deux extensions de Galois n’en est pas forcément une.

Etant donné la tour de torseurs

H F
y—=Z=C
On souhaite en construire une sorte de cléture Galoisienne. Plus précisément,

un R-schéma T et des R-schémas en groupes plats G1, Go et G3 (de types finis)
vérifiant :

— T — Y est un Gi-torseur logarithmique.
— T — Z est un Go-torseur logarithmique.
— T — C est un Gs-torseur logarithmique.

et de sorte que le diagramme suivant commute :

y ",z

QJ\ V J{J:
T ——C
Gs

Comme tous les torseurs sont pointés, le morphisme 7 — Z induit un mor-
phisme fidélement plat de schémas en groupes 7v; : G3 — F. De méme, on a un
morphisme fidélement plat 5 : Go — H, avec Ga ~ ker(v1) et G = ker(72).
De plus, on peut observer que G; est normal dans G3. En effet, la fibre générique
de G; est le noyau du morphisme Gz x Spec(K) — G, et G; coincide avec I’adhé-
rence schématique dans Gz de sa fibre générique. On peut donc construire le
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quotient G3/G; qui est un R-schéma en groupes plat ([5, §IV ; Théorme 4(C))),
vérifiant la suite exacte suivante ([12, IIT; §3; n.3; 3.7(a)]) :

0—>F—=G3/Gi >H—0

et ce schéma en groupes est fini dés lors que F et H le sont.

A présent, on construit le produit contracté
W =T x9 G3/G,

Ce dernier est un Gs/G;-torseur sur C d’aprés [12, IIT : §4; n.3|.

Enfin, on a

W x Spec(K) = (T x Spec(K)) x92*5rec(B) (G4 /G, x Spec(K))
~ (T x Spec(K))/(G1 x Spec(K))
~Y

(le produit contracté commute avec le changement de base [12, 111, §4; n.3; 3.1]).

Finalement, YW — C serait un Gs/G;-torseur logarithmique prolongeant
Y — C (notons que G3/G; est un modéle de G car on a vu que génériquement, Gy
est le noyau du morphisme fidélement plat (donc surjectif) Gz x Spec(K) — G).

La difficulté majeure de ce travail est justement de construire cette cloture
Galoisienne. Dans le cas particulier ou la base Spec(R) est le spectre d’un corps,
une preuve de lexistence de cette cloture Galoisienne (dans un sens a clarifier)
a été établie dans [7]. Dans le cas d’une base plus générale, la question demeure
encore ouverte.

7.2 FEtude de la question du prolongement des torseurs
sur une base de dimension supérieure a 1.

Dans notre travail de thése, on a fixé pour base S := Spec(R), le spectre

d’un anneau de valuation discréte, et tous nos modéles sont construits au-dessus
de cette derniére.
Ce choix n’est pas anodin puisque l'existence d’un modéle régulier d’une courbe
au-dessus de Spec(R) est garantie en ce cas (cf. Théoréme 3.5.0.1). De méme
que 'existence du modéle de Néron de la Jacobienne de la courbe en question
(cf. Proposition 4.4.0.1).

A présent, on peut se demander si nos résultats peuvent se généraliser &
un contexte plus large, a savoir, en supposant que la base S est un schéma de
dimension supérieure & 1 (de point générique 7). L'idée étant de voir si notre
stratégie de preuve s’étend a ce cas. On se heurte alors a certaines difficultés.
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Si C est une courbe au-dessus de K (), la premiére difficulté consiste a trou-
ver un candidat avec des propriétés suffisamment intéressantes, pouvant servir
de S-modele de C' (on entend ici un schéma dont la fibre générique est C), au-
dessus duquel on étudierait la question du prolongement d’un torseur sur C.
Or, dans un contexte aussi large, on sait que l'existence d’un S-modéle régulier
(propre) de C n’est pas garantie. Par conséquent, a défaut de pouvoir trouver
un S-modéle propre de la courbe C, on cherchera un S-modéle n’étant pas for-
cément propre mais lisse, comme le modéle de Néron. On sait par exemple que
toute courbe propre et lisse et de genre strictement positif admet un S-modéle
de Néron, dés lors que S est le spectre d’'un anneau de Dédekind ([25]). Si S
est plus général, le probléme devient encore une fois délicat. D’ailleurs, la ques-
tion qui consiste a trouver un modéle de Néron d’une courbe ou d’une variété
abélienne au-dessus d’un schéma S de dimension supérieure & 1 demeure encore
ouverte, et ce terrain n’a commencé a étre exploité que récemment.

La seconde difficulté consiste & construire un modeéle de Néron de la Jaco-
bienne sur S. La encore, cette question est récente et un contexte ot ce modéle

existe a été etudié ici [21].

Il reste & voir comment adapter notre stratégie de preuve a ce contexte plus
général.
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