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Motivation

Pour comprendre mieux 1'objet de ce cours, on va en fait le décrire en commengant...par la
fin.

L’étude des objets mathématiques a un intérét en tant que tel, mais elle est aussi indispen-
sable dans toutes les études scientifiques; en effet c’est par une modélisation du monde en
terme mathématiques qu’on arrive a des prédictions quantitatives et qu'on peut aussi obtenir
une meilleure compréhension des phénomenes.

Par exemple, en physique, supposons que 1’on souhaite décrire la trajectoire d"un solide sou-
mis a certaines forces.

Si dans un premier temps on considere que ce solide est en fait un « point », si 'on suppose
que I’on connait les forces F qui s’exercent sur le solide, et si on note x(t) la position dans I'espace
du solide au temps , on est amené a résoudre 1'équation mx” (t) = E.

Oublions pour simplifier les fleches et qu’il s’agit de vecteurs : I'inconnue est une fonction x
alors qu’on a une information sur sa dérivée seconde x” : on doit résoudre une équation diffé-
rentielle. (Ici elle est dite du second ordre car elle fait apparaitre une dérivée seconde).

On rencontre aussi de telles équations en chimie, si on s’intéresse a 1’évolution d"une concen-
tration au cours du temps (cinétique chimique).

On verra en fin de semestre comment aborder ’étude de certaines de ces équations différen-
tielles (du premier ordre, faisant apparaitre des dérivées premieres).

L’exemple le plus simple d’une telle équation différentielle consiste a chercher une fonction
dont on connait la dérivée : ce sera 1'objet du calcul des intégrales, o1 'on verra bien d’autres
techniques que celles abordées au lycée.

Le calcul d’intégrale nécessitera bien évidemment le retour sur les notions de dérivée. D’autre
part la recherche de solutions d’équations différentielles amene le besoin d’autres fonctions, et
a élargir la palette des fonctions usuelles. Aux fonctions trigonométriques, exponentielles et
log vues au lycée, vont s’ajouter les fonctions puissances, les fonctions trigonométriques réci-
proques, etc.

Pour les définir et étudier les propriétés de ces fonctions, et bien d’autres, on reverra et on
approfondira les fonctions, leur composition, les calculs de limites, de dérivées, etc.

On reviendra enfin sur la trigonométrie, et on introduira les nombres complexes : outil tres
utile pour la géométrie dans le plan, outil également tres utile pour la résolution de certaines
équations en électricité ou électronique, ils ont une importance théorique fondamentale en ma-
thématiques. S’ils permettent de trouver les racines des polynémes de degré 2, ils sont en fait
essentiels pour I'étude des polyndmes de tout degré.

Tout ceci suppose bien assimilées un certain nombre de techniques et de régles de calcul. On
reviendra en particulier sur les inégalités, la valeur absolue, et on reprécisera ce que sont les
nombres réels et rationnels. On verra aussi la formule du bindme, et une définition du coeffi-
cient binomial hors de toute loi binomiale.

Enfin, une caractéristique des mathématiques est quun théoreme démontré n’a pas a étre
testé et confronté a la réalité, on sait qu’il est vrai. Cela se fait grace a une exigence de rigueur dans
le raisonnement. Il faut pour cela bien expliciter le langage mathématique de la logique, ce que
signifient précisément les symboles =, V, 3, mais aussi N, U... Ce premier chapitre sera essentiel
dans toute la suite puisqu’il explicite le vocabulaire et les régles de raisonnement utilisées par
tout cours de mathématiques. Mais ce langage de la logique (dont la base est Vrai/Faux) sera
aussi assez naturellement celui de I'informatique (a base de 0/1).

Ce cours correspond a I'enseignement dispensé dans 'UE de Mathématiques Générales de la
Licence de Mathématiques du portail MISIPCG. Il s’appuie sur le programme de Terminale. Le
serveur WIMS, site interactif de ressources multimédia en ligne, sera utilisé pour la «pratique»
active des exercices.

Les modalités de contdle et d'utilisation de WIMS sont affichées sur Moodle :

https://moodlel.u-bordeaux.fr/course/view.php?id=5859

L’équipe pédagogique
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Rudiments de logique et de théorie des ensembles

1.1 Opérations logiques

Une proposition logique, concernant divers objets mathématiques, est un énoncé qui doit étre
ou bien vrai (ce que I'on note V) ou bien faux (ce que 'on note F).

On construit avec ces propositions (ou « variables propositionnelles ») de nouvelles proposi-
tions (ou « formules propositionnelles ») en utilisant les connecteurs logiques suivants

1. La négation « non », notée —

2. La disjonction logique « ou », notée V
3. La conjonction logique « et », notée A
4. L'implication, notée =

5. L'équivalence, notée <

La valeur de vérité d"une formule propositionnelle, c’est-a-dire l'interprétation de cette formule
une fois que 'on s’est fixé des valeurs de vérité de ses variables propositionnelles, est définie par
sa table de vérité. Ainsi, pour les formules définies par les connecteurs logiques élémentaires, on a
les tables suivantes :

pPlq|pPVy A
pll —p F|F F F|F F
F|V F|V v F|V F
Vi F VI|F \% V| F F
ViV \% VIV 1%

Plg|P=4q Plqg|P=4q

F|F 1% F|F \%

F|V % F|V F

VI|F F V| F F

VIV % ViV \%

Attention :

1. Dans le langage courant, « ou » a en général un sens exclusif (fromage « ou » dessert). En
mathématiques, le « ou » est toujours «inclusif » : si p et g sont toutes les deux vraies, p V gq
est vraie.
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2. Dire que « p = g est vrai » ne signifie pas que p est vraie mais seulement que si I'hypothése
p est vraie, alors la conclusion q l'est aussi.
Noter en particulier que, si p est fausse, p = g est vrai... C’est pour cela que pour démontrer
une implication p = g, on fait I'hypothése que p est vraie, puisque si p est fausse il n'y a
rien a démontrer. ..

3. La formule p = g peut s’exprimer a 1’aide des symboles de conjonction et de disjonction
par l'une ou 'autre des phrases suivantes :

e pVyg
o ~(pA(79))
4. Lorsqu’une implication p = q est vraie, on 1'utilise ensuite dans des raisonnements « p est
vraie et p = g est vraie dont q est vraie ».

Attention : Un abus courant consiste a confondre une formule propositionnelle et sa valeur de
vérité. Ainsi, dans un texte mathématique,

on écrira souvent « p = g » pour dire que « p = g est vraie ».

Avec cet abus de notation la formule « p = g » se dit aussi parfois «si p, alors g », ou bien «p
implique q », ou bien « pour que p soit vraie, il faut que g soit vraie », ou encore

— «une condition suffisante pour g est p »,
— «une condition nécessaire pour p est g ».

Définition 1.1. On dit que deux formules propositionnelles F et G sont équivalentes et on écrit parfois
F = G), si elles ont méme table de vérité.

Voici quelques exemples importants de formules équivalentes :
e —(pAgq)estéquivalenta (—p) V (—q).

—(p V q) est équivalent a (—p) A (—q).
(p < q) estéquivalenta ((p = q) A (g = p)).
(p = q) est équivalenta ((—g) = (—p))

—(p = q) est équivalenta p A (—q)

Propriétés 1.2. (associativité et distributivité des connecteurs logiques)

o pA(gAr)estéquivalenta (p \q) Ar.

pV(qVvr
pA(@GVr
pV(gAT

est équivalent a (pV q) V' r.

) est équivalent a (p Aq)V (p Ar)

—_— — ~— ~—

est équivalent a (pV q) N (pVr)

1.1.1 Quelques mots sur les notations

Souvent, on utilise des systémes de notations différents pour les opérations logiques. Dans
ce polycopié, on va s’appuyer principalement sur le systeme de notation introduite a la sous-
section précédente (i.e., « A, V, 1 », etc.) Dans le recueil d’exercices de ce cours, on utilisera aussi
le systéeme de notation « alternatif » (i.e., « et, ou, non, » etc.)

Le tableau suivant récapitule les notations d’opérations logiques que vous allez rencontrer
dans ce polycopié ainsi que dans le recueil d’exercices.

| Les opérations logiques |

non
et
ou

idem

idem

Tt <>1
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Par exemple, soient p, g des propositions logiques. Les expressions « =(p A q) » et «non (petq) »
sont completement équivalentes.

1.2 Quantificateurs

En mathématiques, on est amené a manipuler des propositions dépendant d'une variable
parcourant un ensembleﬂ C’est dans ce contexte que 1’on introduit les quantificateurs « V » et
« 3 ».

Définition 1.3.
— Le symbole V signifie « quel que soit »(ou « pour tout »), on l'appelle le quantificateur universel.
— Le symbole 3 signifie « il existe », on I'appelle le quantificateur existentiel.

Si p(x) est une proposition dépendant d"une variable x qui appartient a un ensemble E, on définit deux
nouvelles formules, a I'aide des quantificateurs ¥ et 3 :

1. La proposition
Vx € E, p(x)

qui est vraie si la proposition p(x) est vraie pour tous les éléments x de E.
2. La proposition
dx € E, p(x)

qui est vraie s'il existe au moins un élément x de E pour lequel p(x) est vraie.

Remarques :
1. Les variables sont muettes : Vx, p(x) et Vy, p(y) désignent la méme proposition.
2. Lanégation de (Vx € E, p(x)) est (3x € E, =(p(x))).
3. Lanégation de (3x € E, p(x)) est (Vx € E, =(p(x))).
4 E,V

(p
. En général, (Vx € E,Jy € E,p(x,y)) et (Jy €
différentes.

x € E,p(x,y)) sont deux propositions

5. Pour montrer que « 3x € E, p(x) » est vraie, il suffit de trouver un x particulier dans 1’en-
semble E pour lequel p(x) est vraie. Pour montrer que « Vx € E, p(x) » est vraie, un tel
exemple ne suffit pas.

Montrer que «Vx € E, p(x) » est faux revient a montrer que « 3x € E, =p(x) » est vraie,
donc il suffit de trouver un contre-exemple, c’est-a-dire un x pour lequel p(x) est faux.

1.3 Raisonnement par contraposée

Principe : Soient p et g deux propositions. Supposons que I’on veuille prouver que la proposition
p = 4 est vraie. Le principe de contraposition assure qu'il est équivalent de démontrer que la
proposition (—g) = (—p) est vraie, que 1'on appelle la contraposée de p = ¢.

Attention : Ne pas confondre la contraposée de p = g, qui est =g = —p, avec sa réciproque
«gq = p». La contraposée est équivalente a la proposition de départ, la réciproque ne l'est en
général pas.

Exemple : Soient x et y deux réels. Montrer que

x£y = (x+DH-1)#@x-1F+1).

1. Onne donnera pas de définition formelle de la notion d’ensemble, si ce nest dire qu” « un ensemble est une collection
d’éléments, donnés dans un ordre indifférent » . On note x € E pour indiquer que x est un élément de I'ensemble E.
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Pour cela, montrons la contraposée de cette implication, qui est
Dy - =(x-DH+1) = x=y
Supposons donc que (x +1)(y —1) = (x —1)(y + 1). En développant, on obtient
xy+y—x—1=xy—y+x—-1

Aprés simplification, x = v.

1.4 Raisonnement par ’absurde

Le raisonnement par 'absurde est un principe de démonstration fondé sur le principe lo-
gique du tiers exclu qui affirme que p V —(p) est toujours vrai.

Principe de la démonstration par I’absurde : Supposons que 'on veuille prouver que la pro-
position p est vraie. On suppose que —(p) est vraie (ou que p est fausse), et 'on exhibe une
contradiction, en utilisant notre systéme d’axiomes et/ou les regles de déduction logique. On en
conclut alors que I'’hypothese faite sur p est fausse, donc que p est vraie.

Exemple : montrons par 'absurde que x> — 2x? + 10x — v/2 n’admet pas de racine entiere.

On suppose que la propriété est fausse, c’est-a-dire que x> — 2x% + 10x — /2 admet (au moins
une) racine entiere. On note 7 une telle racine. On a donc ng — 27’1% +10n9 — v/2 = 0. Donc
V2 = n% — Zn% + 10ny. Mais ng est entier, donc ng — Zn% + 10n( également. Donc /2 est entier, ce
qui est impossible.

Par conséquent x3 —2x2 +10x — v/2 n’admet pas de racine entiere.

La démonstration par 'absurde est tres souvent utilisée pour montrer une non-existence, ou
I'unicité de quelque chose.

1.5 Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence est un principe de démonstration qui s’applique lorsque 1’'on
veut démontrer qu’une certaine propriété P(n), dépendant d’un entier naturel n, est vraie pour
tout entier (exemple : « montrer que pour tout n € IN, le nombre 10" — 1 est un multiple de 9 »).

L’ensemble IN des entiers naturels possede la propriété remarquable que chacune de ses par-
ties non vides admet un plus petit élémentﬂ Cette propriété est a la base du raisonnement par
récurrence, dont le principe est rappelé ci-dessous :

Soit 1y un entier, et P(n) une propriété de l'entier n, définie pour tout n > ny. On fait les
hypotheses suivantes :

(R1) La propriété P(ng) est vraie.
(R2) Pour toutn > ny, (P(n) = P(n+1)) est vraie.

Alors, la propriété P(n) est vraie pour tout n > ny.

1.6 Ensembles

1.6.1 Ensembles et parties d'un ensemble

Un ensemble est une collection d’éléments, donnés dans un ordre indifférent. On note x € E
pour indiquer que x est un élément de I'ensemble E.

2. Cette propriété « ne va pas de soi », et elle est en fait « équivalente » au principe de récurrence. Il y a donc un
apparent cercle vicieux dont 1’éclaircissement dépasse le niveau de ce cours.
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Si chaque élément d’un ensemble E est également élément de 1’ensemble F on dit que E est
inclus dans F, ou que E est une partie de F et on note E C F. On a donc:

ECFs VxeE x€eF.

I1 existe par convention un ensemble ne contenant aucun élément, c’est 'ensemble vide
noté @.

Méthode : pour montrer une inclusion E C F, on revient souvent a la définition : on montre
Vx € E,x € F.
Deux ensembles E et F sont égaux si et seulement si ils ont les mémes éléments. Cela équivaut
a dire que I'on a simultanément
ECFetFCE.

C’est le principe de « double inclusion » que I'on utilise trés souvent en pratique pour établir 1’éga-
lité de deux ensembles. Noter enfin que tout ensemble est contenu dans lui-méme (E C E) et que
I'ensemble vide est inclus dans tous les ensembles (@ C E).

Attention : La notation E C F signifie que E est inclus dans F «au sens large », c’est-a-dire
que E est éventuellement égal a F. Pour distinguer inclusion au sens strict et au sens large, on
introduit parfois les notations E C F (E est inclus dans ou égal a F) et E C F (E est inclus dans
F strictement). Les notations E C F et E C F signifient donc exactement la méme chose.

On peut décrire un ensemble en extension en donnant tous ses éléments entre accolades (par
exemple : E = {1,3,7,5,2}).
On peut aussi décrire un sous-ensemble E d'un ensemble F en compréhension, c’est-a-dire en
donnant une propriété qui caractérise ses éléments : E = {x € F | p(x)} est 'ensemble de tous
les éléments de F pour lesquels la propriété p(x) est vraie (par exemple :
{xeZ| x* =4} = {-2,2}).

Enfin, on définit souvent un ensemble en donnant une maniere de construire chacun de ses
éléments; par exemple {n?>,n € N} = {m € N | 3n € N,m = n?}.

Proposition 1.4. Soient A, B et C trois ensembles. L'inclusion « C » a des propriétés suivaintes :
— ACA,
— ACBetBC A= A=B,
— (ACBetBCC)= (ACCQ).

Définition 1.5. L'ensemble des parties d'un ensemble E, noté P (E) est formé de tous les ensembles inclus
dans E. En particulier, il contient toujours @ et E.

Exemple: P({0,1}) = {®, {0},{1},{0,1}}.

Attention, Les éléments de P(E) sont eux-mémes des ensembles. En particulier, I’ensemble
des parties du vide n’est pas vide : P(D) = {@D} contient un élément, a savoir 'ensemble vide...

1.6.2 Opérations sur les ensembles

Définition 1.6. Soient E et F deux ensembles. La réunion de E et F notée E U F est formée des éléments
qui appartiennent a E ou a F. On a donc

x€EUF< (x € Eoux €F).

Définition 1.7. Soient E et F deux ensembles. L'intersection de E et F notée E N F est formée des
éléments qui appartiennent a E et a F. On a donc

x€ENF& (x€Eetx €F).

Si ENF = @ ondit que E et F sont disjoints.
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Proposition 1.8. Si E, F, G sont trois ensembles, on a les égalités suivantes :
— Commutativitée: EUF=FUE e ENF=FNE
— Associativité: (EUF)UG=EU(FUG) e (ENF)NG=EN(FNG)
— Distributivité 1 : EU (FNG) = (EUF)N(EUG)
— Distributivité 2 : EN(FUG) = (ENF)U(ENG).
— EUQ=Ee ENQO=0Q
— ENE=EUE=E

Définition 1.9. Soit E un ensemble et F une partie de E. Le complémentaire de F dans E noté C¢F (ou
parfois F°) est I'ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a F. On a donc CgkF = {x € E/x ¢
F}. En particulier, CcFFUF = Eet CkFNF = @.

Définition 1.10. Soient F et G deux parties d'un ensemble E. L'ensemble F \. G est 'ensemble formé
des éléments de E qui appartiennent a F et pas @ G. On a donc F . G = F N (CeG). En particulier,
E~NF=CfF, EN®=E

Proposition 1.11. Soient E un ensemble et A et B deux parties de E. On a les propriétés suivantes :
1. Ac B+« (B c CrA.
2. CE (CEA) =A, CE(A N B) = [:EA U CEB, et EE(A U B) = EEA N [:EB.

Remarque : L'union, l'intersection et le complémentaire sont la traduction en terme d’apparte-
nance a un ensemble des opérations logiques « et », « ou » et «non ».

Définition 1.12. Soient E et F deux ensembles. Le produit cartésien de E et F noté E x F est I'ensemble
des couples (x,y) tels que x est éléments de E et y est élément de F.

1.7 Applications

Soient E et F des ensembles donnés.

Définition 1.13. Une application f allant de E dans F est une correspondance (ou un régle) qui associe a
tout élément x € E au plus un élément f(x) € F, c’est a dire

f: E — F
x€E — f(x)€F.

Exemple1. — (définition d’une application en extension) Soient
A=1{0,1,23}, B=1{234,5}
La correspondance f : A — B définie par

f(0)=5f(1)=2,f(2) =3, et f(3) = 4

est une application. La correspondance ¢ : A — B donnée par Va € A : g(a) = 2 en est une autre.
Par contre, la correspondance h : A — B définie comme

h(0) =2,h(1) = 2,h(2) = 3,h(3) = {3,4}

n'en est pas une car la définition|1.13|n’est pas satisfaite.
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— (définition d'une application en compréhension) Par exemple,

f,g:N =N

définies par Vn € IN : f(n) = 2n,g(n) = 2n + 1 sont bel et bien des applications.

La correspondance h : N — IN donnée par Vn € N : h(n) = 2n — 1 n'est pas bien définie, car
h(0) = —1 & IN. Par contre, on peut considérer h comme une application h : N — N U {—1}
bien licite.

La correspondance F : R — R donnée par Vx € R : f(x) = x? est une application. La correspon-
dance G : [0, +-00[x— Ry telle que y = G(x) lorsque x = y? n'est pas une application.

Définition 1.14. Soit f : E — F une application, et, pour x € E,onay = f(x) € F. Alors
— y est appelé I'image de x (par f), et x est appelé un antécédent de y (par f).
— E est 'ensemble de départ (pour f), et F est I’ensemble d’arrivée (idem).

— on appelle le domaine de définition de f (ou bien le domaine de f tout court) (la notation :
D¢, Dom(f), Dom f) I'ensemble de x € E pour lesquels f(x) est bien définie.

1.7.1 Image directe, image réciproque

Soit, comme avant, f : E — F une application.

Définition 1.15. Pour toute partie A de E, A C E, on définit I'image (ou bien I'image directe) f(A)
comime

f(A)={f(a):ac A} ={yeF:TacAy=f(a)}

Autrement dit, f(A) est une partie de E formée par les images f(a), ot a parcourt A C F.

E/ " 2-2 f[:l\F

|’ "“-._

@4/ L Kf?/

Définition 1.16. Pour toute partie B de F, B C F, I'image réciproque f~'(B) est donnée par

“Y(B)={a € E: f(a) € B}.

C’est a dire, 'image réciproque f ~!(B) est exactement la partie A C E telle que f(A) = B.

/ \% ,} 18\ F
\f&{/\aé;’f’/
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Donnons encore un exemple un peu plus calculatoire.

Exemple : Soit f : R — R une application donnée par f(x) = x2. Il est facile de voir que
f(£1) =1let f(£2) =4.
Pour des images, on a

f(L2]) = [4], f([=11)) = [0,1], F({1,2}) = {14}, F({-1,2}) = {1,4}.

Pour les images réciproques, on a

FUL4A) =2 -1uL2, {14 ={-11,-22}, f1({2}) = {-v2,V2}.

1.7.2 Composition des applications

Soient f : E — F et g: G — H deux applications vérifiant la condition f(F) C G.

Définition 1.17. L'application composée de g et f, notée g o f, est une application allant de E a H
selon la formule

gof: E — H,
XC€E = (gof)(x) =8(f(x)) € H.

Notons que, généralement, go f # f o g. Si les applications 4 o g et g o f sont bien définies,
nous avons

(hog)of=hol(gof).
Exemple : Soient f : Z — Z et g : Z — Z des applications données par
f(n)=n® g(n)=2n+3,nc2.

Nous avons fo g(n) = f(2n +3) = (2n+3)3 et go f(n) = g(n®) = 2n>+3.

1.8 Sommes, dénombrements et formule du bindme

1.8.1 Sommes et quelques régles de leur manipulation

Les résultats de cette sous-section s’appliquent aux sommes a termes réels aussi bien que
complexes; pour la simplicité, nous nous concentrons sur le cas de termes réels.

Soient donc ay, ay, . . . a, des nombres réels.

Définition 1.18. La somme Y}, ay est définie comme

n

Zak =a)+ax+...4,.
k=1

Remarques :

— l'indice de sommation (i.e. k dans la définition [I1.18) est muette, c.a.d. on peut changer son
nom sans changer la valeur de la somme




1.8. SOMMES, DENOMBREMENTS ET FORMULE DU BINOME 15

— on peut repartir les termes de la somme en deux (trois, etc.) sommes. C’est a dire, pour tout
m,1<m<mn,ona

n m n
Zak: Zﬂk+ 2 a.
p -

k=1 k=m+1

— selon nos besoins, on peut effectuer «le changement d’indice » dans la somme

n+1 n+10

n
Z ax = Z aj-1= Z As—10-
k=1 j=2 s

=11

Pour passer a la deuxiéme somme, on a posé j = k4 1 (oubienk = j — 1), ets = k + 10 (ou
k = s — 10) pour la troisieme somme.

Donnons aussi quelques informations sur les sommes doubles. Soient (a;;) des nombres énu-
mérés par un indice double (i, k), oui =1,...,metk =1,...,n. Il est commode de les visualiser
sous une forme de tableau comme suit :

a1 4 M3 ... A
ap1  dp a3 ... Ay
az; 4z

Ayl Am2 oo oo Amn

Définition 1.19. La somme double est définie comme

S= ) ax = antap+---+ay,
1<i<m
1<k<n

+ax +axy +---+ayy,

+am1 + am2 + - + Amn-

Observons que la valeur de la somme S ne dépend pas de l'ordre de sommation de termes
a;;. Cela signifie qu’en pratique on peut choisir I'ordre de sommation qui nous arrange le plus (et
qui nous facilite la tache du calcul). Voici quelques exemples :

— «la sommation ligne par ligne » (c’est la méthode qui est donnée dans la définition[1.19) :

ai) + <éazk) ot (I:Zl“mk)-

— «la sommation colonne par colonne » :

m

S = ) (X

k=1 i=1

_ (maﬂ)+(fai2)+---+(ﬁam).

i=1 i=1
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— on peut imaginer des « méthodes de sommation » bien plus compliquées. Par exemple,
ci-dessous, la somme S est repartie en deux sommes correspondant aux éléments qui se
trouvent au-dessus en en dessous de la diagonale principale :

i—1 (éaik)

n

(2 a)-

i=1 k=1 i=1 k=i+1

Exemple : Soient (a;)i—1, nk=1, n des nombres réels définis par

2 — k—i+1, sik>i
k=1 o, sinon

On peut les représenter par le tableau suivant

1 2 3 ... oA
01 2
00 1
o o ... 0 1]

Le calcul de la somme (par les diagonales, paralléles a la diagonale principale) donne

S = 2 aik:”+2(”_1)+3(Tl—2)+---+n

ey
Jeeefl

=
Il
=

j(n—j+1).

|
™=

1

]

La valeur de cette derniére somme n’est pas difficile a trouver, mais nous omettons ce calcul
(...néanmoins, une indication pour un lecteur intéressé : n(n+1)(n+2)/6...).

1.8.2 Dénombrement : principes de base

On se contente d’une notion intuitive de cardinal pour les ensembles finis (« nombre d’élé-
ments »).

Proposition 1.20. Soient E et F deux ensembles finis.

1. « Principe de la somme ». Si E et F sont disjoints, alors

Card(EUF) = CardE + CardF.

2. «Principe du produit » : Card(E x F) = CardE x CardF,oi Ex F = {(x,y) | x € E, y € F}
est le produit cartésien de E et F.

Corollaire 1.21. 1. Si A est une partie d'un ensemble fini E, on a CardCg A = CardE — Card A.

2. Si E et F sont deux ensembles finis, non nécessairement disjoints, on a

Card(EUF) = CardE + CardF — Card(ENF).
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1.8.3 Combinaisons, coefficients bindmiaux, formule du bindme

Définition 1.22. Soit n un entier non nul. On appelle « n factoriel » et note n! = [ ;i = 1x2 X
.. X n.
Par convention 0! = 1.

Ainsil! =1,2! =2et3! =6.
Remarque : n! correspond au nombre d’ordres possibles pour 7 objets.

Définition 1.23. Soit k € IN*. Une combinaison de k éléments parmi n est une partie a k éléments

. 98 e c (1
d’un ensemble de cardinal n. Le nombre de combinaisons de k éléments parmi n est noté ( k) ou Ck.

50
Par exemple si on a 50 personnes, il y a ( échantillons possibles de 10 personnes.

10

2
Si on dispose d’un jeu de 32 cartes, il y a (38 ) «mains »possibles différentes de 8 cartes.

Proposition 1.24.

1. Pour toutn € N ona (n) = (n) =1
0 n

2. Pour tout n € IN et tout k € N tel que 0 < k <m,ona: <Z> = < " )

n—k
. n n—1 n—1
3. SlO<k<n,ona.(k>—(k_l)+< r )

La propriété|1.24B[est a la base du « triangle de Pascal »dont les premieres lignes sont représentées
sur la figure|1.1

FIGURE 1.1 - Triangle de Pascal

Remarques.
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. . . . n g ) . .y N
1. Le coefficient binomial < k> est défini au lycée comme « le nombre de chemins réalisant k succes

pour n répétitions d'une méme expérience aléatoire modélisées par un arbre ». Cette définition est
équivalente a celle adoptée ici.

2. Aulycée, on ne donne pas de formule explicite, en fonction de n et de k, pour le calcul des

. . . . n folegs N . N .
coefficients binomiaux ( ) . Une telle formule s’obtient cependant tres facilement a partir

k

de la proposition comme le montre le corollaire suivant.

Corollaire 1.25. Si 0 < k < n sont deux entiers naturels, on a :

Preuve. Récurrence sur n, en utilisant la proposition

Proposition 1.26. (Formule du bindme) Soient x et y deux réels (ou deux complexes) et n un entier

naturel. On a .
X+]/ Z( > k n— k

Preuve. On fait une récurrence sur n, pour x et y fixés.

0
Initialisation (1 = 0) :ona (x+y)° =1= % (Z) xkynk

Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire

x4y =Y (k)xky” ¢

k=0
et montrons qu’elle se transmet aurang 7 +-1.On a:
(x+y)" = +y)(x+y)"
n

=(x+y) ), < k> xky"=F grace a I'hypothese de récurrence
k=0

k=0 k=0
= Z (Z) xk+1yn—k + i Z) xkyn+1—k
k=0 k=0
v (1) ks n+1—(k+1) = (M ke oni—k
- Z (k X Y + Z k)x y
k=0 k=0
n+1

I
g

I

I
+
==
N N
b
[
—
~_
=
e
<
=
+
—_
,L
+
1=
7N
>
~ —
=
-
<
=
+
~
L

»
Il
—_

\
<
2
+
—_
+
| — |
o
Il 2
—_
7N
S
>
| =
—_
N~
+
~
N~
~_
=
-
<
2
+
—_
L
_ 1
+
B
+
—_
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Donc notre formule est vraie pour tout n > 0 O

‘ Corollaire 1.27. Si E est un ensemble fini de cardinal n, le nombre de parties de E est égal a 2".

1.9 Inégalités, valeur absolue et partie entiére

1.9.1 Inégalités

Les nombres réels sont ordonnés (ce que ne seront pas les nombres complexes). Rappelons les
propriétés que vérifient les relations d’inégalité :

Quels que soient les réels x,y, z,t :

1. x < ysietseulementsiy — x > 0 (Pour démontrer une inégalité, on peut donc toujours se
ramener a étudier le signe d’une quantité)

(x <yety < z)= x < z (transitivité)
(x<yetz<t)=x+z<y+t
Sia>0,x<y=ax<ay

G »N

Sia<0,x<y=ax>ay

Proposition 1.28. Si x et y sont deux réels positifs, x <y = x* < y?
Si x et y sont deux réels négatifs, x <y = y2 < x2

Démonstration. On suppose x < y, c’est-a-dire y — x > 0. Ona y?> — x> = (y — x)(x + y). Donc
y? — x? est du signe de x + y. Si x et y sont positifs on a donc bien x < y = x2 < y?, etsixety
sont négatifs, x <y = y2 < x2. O

<

. . o 1
Proposition 1.29. Si x et y sont deux réels strictement positifs, x <y = =

<=

Preuve a faire en exercice.
Rappels de notations : on note par

— [a,b] ={x e R,a < x < b}.
— [a,b[={x € R,a < x < b}.
— Ja,b] ={x € R,a < x < b}.
— Ja,b[={x € R,a < x < b}.
— ] —o0,b] ={x e R, x <b}.
— | —oo,b[={x e R, x < b}.
— [a,+oo[={x € R, x > a}.

— la,+oo[={x € R,x > a}.

1.9.2 Valeur absolue

Définition 1.30. Si x est un réel, sa valeur absolue, notée |x|, est
] = X si x>0
Tl —x st x<0.

La valeur |x| mesure la distance du réel x au réel 0.
En particulier, quel que soit le réel x, |x| est positif (ou nul).
Si x et y sont deux réels, |x — y| mesure la distance entre les réels x et y.
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Remarques

Pour tout réel x

o 2 = i = 2
o VxZ = x|
o x < |x|.

Propriétés 1.31. Pour tous réels x et y,

- |xyl = Ixllyl
- |x+y| < |x| + |y| (inégalité triangulaire)

~

2

3. |I%l = Iyl] < Ix = yl.

4 |x|=0&x=0

5.85ir>0,|x—a|<rea—r<x<a-+r. Celaéquivauta x € [a—r,a+r].
6. Sir>0,|x—a|<rea—r<x<a-+r. Celaéquivautax €la—r,a+r|.

Démonstration. Pour le deuxiéme point, puisque les deux termes de l'inégalité sont positifs, il
suffit de comparer leurs carrés. Or

x+y>=(x+y)? =x2+y*+2xy et

(] + [y)2 = 22 + [y[2 + 2xly| = 52 + v + 2xy].

Comme xy < |xy|, on en déduit bien que |x +y| < |x| + |y|. O

1.9.3 La fonction partie entiere

Définition 1.32. Si x est un réel, la partie entiere de x, notée E(x), est le plus grand entier inférieur ou
égal a x. E(x) est donc caractérisé par :

Vx€eR,E(x) €Z et E(x)<x<E(x)+1

Par exemple, E(1.6) = 1et E(—1.2) = —2.

‘Proposition 1.33. Pour tout entier n et pour tout réel x, E(x + n) = E(x) + n. ‘

Démonstration. 11 suffit de remarquer que E(x) + n est bien un entier qui vérifie (E(x) +n) <
x+n<(E(x)+n)+1 O

Remarques

Pour un nombre réel x, on appelle partie fractionnaire de x et on note {x} la différence entre
x et sa partie entiere :
{x} =x—E(x).

La définition de E(x) permet donc d’affirmer que {x} € [0, 1].



Nombres Complexes

L’objectif de ce chapitre est le calcul des racines d’'un nombre complexe et la résolution de
polynome de second degré a coefficient complexe. Ce chapitre commence par des rappels sur la
trigonométrie.

Nous allons ensuite construire ’ensemble des nombres complexes qui sera noté C. En effet,
I'ensemble des réels R est trop petit pour résoudre des équations polynomiales simples, méme
avec des coefficients entiers. Un exemple simple est le cas de 'équation x?> + 1 = 0. L'idée de
cette construction est assez simple, puisque la droite réelle est trop petite, nous allons considérer
les points du plan pour lesquels nous allons définir des opérations algébriques d’addition (qui
n’est rien d’autre que I'addition des vecteurs du plan) et de multiplication dont I'interprétation
géométrique sera donné dans la suite en terme de rotation et d’homothétie.

2.1 Trigonométrie

Afin de mesurer des angles, nous allons utiliser le radian et non le degré. On passe de I'un a
l'autre par la relation de proportionnalité suivante :

Rad(A) = De%(gﬁn pour un angle A.

On munit le plan d’un repére orthonormé (O, 7, 7) que l'on suppose orienté dans le sens
direct, c’est a dire que 1'on passe du vecteur W au vecteur © par une rotation d’angle 7 dans le
sens inverse des aiguilles d"une montre.

Dans ce repére, on représente les points du plan par les coordonnées cartésiennes de sorte qu'un

—
point M de coordonnée (x, y) € IR? s'écrit sous la forme OM = x U +y 7.

21
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Vv

— —
On mesure ainsi ’angle orienté entre deux vecteurs non nuls OM et ON, noté (OM,ON)

— —
comme 'angle de la rotation permettant de passer de OM vers ON dans le sens direct. Les angles
sont définis modulo un tour complet, c’est a dire en radian modulo 27t. Par exemple, pour le
point M = (0,1), ona

— =
Remarque 2.1. Sil’un des deux vecteurs OM ou ON est nul, I'angle n’est pas défini.

Rappelons également la propriété d’additivité des angles orientés. Si A, B et C sont trois points
du plans différents de O, on a :

(OA,0C) = (OA,OB) + (OB, 0C).

Le théoreme de Pythagore permet une autre représentation du point M = (x,y) # O en
utilisant le triangle rectangle (0,0), (x,y), (x,0). On remarque que :

r=1/x2+y?, x=rcos(a) et y=rsin(a),

— — —
Ici r = ||OM]|| représente la longueur du vecteur OM alors que & = (i,0M

)
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I'angle « a dans cet exemple ¥ (Rad)
(soit 30°). Le sinus de a, qui est au
facteur r pres, d’aprés Pythagore, la
hauteur y de la ligne rouge est ici

1
sine = 5.
y=Tsina Le théoréeme de Pythagore donne le
rayon du cercle r = x* + y*. La lon-
gueur x de la ligne bleue est au fac-
teur r pres le cosinus de &, ici dans

I'exemple

o
O x=rcosa x

0

=}

5]

2

I
NS

On déduit :

dh

On a une autre repﬁentation du vecteur OM dans le repére (0, 77, 7) alaide de r = ||(W/I I
et del'angle o = (,0M) sous la forme :

— — —
OM = rcos(a) U +rsin(a) T, avecr = |[OM|| eta = (7, OM).

Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O = (0,0) et de rayon 1, on parle également
de point sur le cercle unité C, définie par :

C={M=(x,y)| 2 +y*=1}.

Dans ce cas particulier, puisque r = 1, on obtient alors directement :

tanw

sin

O cos 1

dah
N
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Ainsi, pour un point M = (x,y) € C,ona

OM = cos(a) 7 +sin(a) 7, aveca = (7,0_>),

c’est a dire x = cos(a) et y = sin(«).

Propriétés 2.1.
— La fonction cosinus est continue sur R, 27t-périodique, paire.
— La fonction sinus est continue sur R, 27-périodique, impaire.

— La fonction tangente, tan(x) = (S::;Ez)) est définie sur R\ {5 + kmr, k € Z}, continue sur tout

intervalle ne contenant pas de réel de la forme 5 + krt (k € Z), m-périodique, impaire.

— Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et

Vx € R (sin)'(x) =cos(x) et (cos)(x)= —sin(x).

— La fonction tangente est dérivable sur tout intervalle ne contenant pas de réel de la forme 5 + kr
(k € Z), et : (tan)’(x) = 1+ tan?(x) = —4

cos?(x)”

Courbes représentatives de sin x et cos x et tan x

[(x)

1

/\
/ \ f(x) ; cos(x)
7 IR N1/

\_/ 1

[P

o
C
Q2
I
=~
1S3

£(x) = sin(x)
Remarque 2.2. On peut remarquer empiriquement sur le graphique que :
. s
cos(x) = sin(x + 5)' Vx €R.
Le graphe du sinus se déduit de celui du cosinus par une translation.

f(x) = tan(x)
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La table des valeurs remarquables des cosinus et sinus est ainsi représentée sur le cercle unité,
qu’on appelle également cercle trigonométrique ci-dessous :

y

|

(0,1)

Jid
2

-
\ 105° J0°

120°
(_1r O)
X
51 g 240025é 2235
<_ ?/ - %) T / // 270 \\

4n / \ 5m

‘ 3
171 191t
=5 3 SV

(0,-1)

Cercle trigonométrique
On donne de fagon équivalente,sous forme de tableau, certaines valeurs souvent rencontrées
qui permettent de retrouver ’argument de certains nombres complexes :
Voici quelques valeurs :

x en degrés : 0 30° 45° 60° 90°
N - s s s i
x en radians : 0 13 s 3 5
sin(x) 0 \2f1 = % % @ % -1
o) [ ghen] P R3] o
sin(x) 1 V3
an(x) cos(x) V3~ 3 V3
Formules de trigonométrie
Soient x,y,4,b € R
cos? x +sin®x = 1



26 CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

cos(—x) = cos(x) cos(rt — x) = —cos(x) | cos(mr+ x) = —cos(x)
sin(—x) = —sin(x) sin(7r — x) = sin(x) sin(7r + x) = —sin(x)
tan(—x) = —tan(x) tan(7r — x) = —tan(x) | tan(m + x) = tan(x)
cos(7 — x) = sin(x) sin(5 — x) = cos(x) tan(5 —x) = tanl(x)
cos(% + x) = —sin(x) | sin(F + x) = cos(x) tan(%5 +x) = ta;(lx)
cos(2m 4+ x) = cos(x) | sin(2r+ x) =sin(x) | tan(27 + x) = tan(x)

a+b) = cosacosb —sinasinb, et donc cos 2x = cos? x — sin® x,

(
— cos(a —b) = cosacosb +sinasinb,

— sin(a +b) = sinacos b + cosasin b, et donc sin2x = 2sin x cos x,
(a =)

— sin(a — b) = sinacosb — sinb cosa.

Pour démontrer géométriquement les formules additives on consideére les points M, N € C
tels que

(7,0M) = aet (7,0N) = a + .

_— —
On considere également le point M’ € C tel que (O,OM,OM’) forme un repére orthonormé
direct. N

—
On écrit OM et OM’ dans le repere (O, ¥, 7 )

—
os(a) W +sin(a) T, OM' = cos(a + g

o

%l

)W+ sin(a +

|

On écrit O )

Z

dans le repere (O, 7,

~—

—
ON = cos(a + /)% +sin(a + /)T

. —
On écrit ON dans le repere (O,OM,OM’) :

— — —
ON = cos(a’)OM + sin(a’)OM’
Ce qui sans le repere (O, 7,

7T
%)

ON = cos(a’)(cos(a) W + sin(a) T ) + sin(a’) (cos(a + = )7 + sin(a +
Soit en utilisant les formules du tableau ci dessus :
ON = cos(a’) (cos(a) @ + sin(a) T ) 4 sin(a’) (— sin(a) ¥ + cos(a) 7)
On développe :
ON = (cos(a’) cos(a) — sin(a’) sin(a)) @ + (cos(a’) sin(a) + sin(a’) cos(a)) T

Lorsquea =1b:

cos2a = cos?a —sin®a = 2cos?a—1=1-2sin’a,

2tana
sin2a = 2sina cosa et tan2a = —
1—tan“a
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En sommant ou en faisant la différence de cos (a + b) et cos (a — b) (méme chose pour sin), on
obtient les formules de transformation de produits en sommes :

cosa X cosb = % (cos(a+b)+cos(a—b))

sina x sinb = % (cos(a—b)—cos(a+b))

sina x cosb = % (sin(a+b)+sin(a —b))

Sion pose p =a+betq =a— bdans les formules précédentes

cosp—cosqz—Zsinpi+l7 sinu cosp—i—cosq=2cospi+qcosu
2 2 2 2
sinp—l—sinq:2sir1pi+qcosu sinp—sinq:2cospi+qsinu
2 2 2 2
t= tanz
= 5

. . . . . a
Les fonctions sinus et cosinus peuvent s’exprimer en fonction de ¢ = tan 5

1—¢#2 - 2t ¢ tana 2t
, sing = ———5 € ana = .
1+ 2 1+ 2 1—+#2

Rappelons maintenant la résolution des équations algébriques suivantes :
cosf =cosby < 0 =6y 2] ou® = —6) [271],

sinf =sinfy <= 0 =0y [2rt] ou = 7 — Oy [27],

et
tanf = tanfy <= 6 = 6 [71].
2.2 Opérations sur les points du plan

Ici rappelons que le repere (O, 7, ) orthonormé direct est fixé. Ainsi un couple (a,b) € R?

—
est identifié au point M de coordonnées (a,b), ainsi qu’au vecteur OM.

Définition 2.2. On définit deux opérations internes sur les couples de R? par :

— addition
(a,b) + (a',b) = (a+d,b+ 1)

— multiplication
(a,b) - (a',b") = (aa’ — bb',ab’ + ba')

On note z = (a, b).
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Propriétés de I’addition
— Commutativité :
V(z,7) € R>xR?, z+4+7 = (a,b)+ (d, V)= (a+a,b+V)=(a,b)+ (a,b) =2 +z
— Associativité :
V(Z,Z’,Z”) e (]RZ)S, (Z —i—Z/) +Z" =74 (Z/ +Z//>
— FElément neutre :
VzeR? z+(0,0)=(0,00+z=z
— Opposé:
Vz = (a,b) €R?, z+ (—a,—b) = (0,0)

On note —z = (—a, —b) I'opposé de z.

Propriétés de la multiplication (on omet le . quand il n'y a pas d’ambiguité)

— Commutativité :

V(z,z) ER*xR?, zz/ =7z
— Associativité :
V(z,7,7") € (R?)3, (22)7" =z('7")
11 suffit de faire le calcul :
(z.Z')-z" = (aa’ — b’ ,ab’ +a'b) - (a”,b")

[(aa’ — bb)a” — (ab’ + a'b)b”, (aa’ — bb")b” + (ab' + a'b)a”]
[ ( ! b br/) _ b(a/bn_'_anb/),a(a/bn _|_ar/b/) +( ! 17 b/b//)b]
( ) ( ! *b b/r b”+a”b,).

— FElément neutre : Pour tout z = (a,b) € R>ona
(1,0)(a,b) = (1a — 0b,1b + 0a) = (a,b)

Le nombre (1,0) est élément neutre pour la multiplication.

— Inverse : .
— 2 L
Vz=(a,b) e R°\ {(0,0)} Z(a2+b2'a2+b2) (1,0)
On note alors le symétrique ou l'inverse de z € R? \ {(0,0)} :
(e b
z  \a2+0b2a2+0b2)"

Cet élément est déterminé en posant z = (a,b) et en cherchant z’ = (a/,V’) tel que :

= (1,0)

aa’ — bt
ba’ + ab’

Dans R? \ {(0,0)} I'équation en z zz’ = z” admet une solution unique z = z”} permettant de

soient :
1

0

définir la division, Z”
On conserve la propriété de distributivité par de la multiplication par rapport a I'addition,
c’est a dire
V(z,7,2") € R?)®, z- (2 +72") =z + 22"
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‘ Proposition 2.3. R peut étre mis en bijection avec R x {0} C IR?, I'axe des abscisses.

On note C' = R x {0} 'ensemble des couples de R? de la forme z = (a,0) (point de 'axe des
abscisses). Les lois + et - restent internes a C’, les éléments neutres sont dans C’ et tout élément
de C’ posséde un symétrique pour + et . dans C'.

Si on considere application ¢ de R dans C" définie par :

a— g(a) = (a,0)
Cette application est bijective, compatible avec 1’addition et la multiplication, c’est a dire :

gla+a)=(a+d,0)=(a,0)+(a',0) = g(a) +g(d),
g(aa’) = (aa’,0) = (a,0)(a’,0) = g(a)g(a’).

Les couples de la forme (4,0) € R x {0} peuvent étre alors représentés par les nombres réels
a. On notera par la suite :

(a,0) =a,
etainsi (0,0) =0et (1,0) = 1.

2.3 Nombres complexes

I en résulte une nouvelle écriture pour les couple qui nous permet de définir les nombres
complexes :

z=(a,b) = (a,0) + (0,b) =a+(0,b)

On remarque :

(0,b) = (b,0) - (0,1) = b(0,1)

En introduisant le nombre complexe (0, 1), que I'on nomme i, on obtient le représentation

V¥ (a,b) € R?* z = (a,b) = a+ bi.

Définition 2.4. On définit C I'ensemble des nombre de la forme z = a + bi oit (a,b) € R>.
a est appelé partie réelle de z : a = Re(z),

b est appelé partie imaginaire de z : b = Im(z).
Deplussiz=a+ib# 0alorsz™! =1 =

a ;b
z a2+

IS

Proposition 2.5. Le nombre i vérifie i> = —1.

Eneffetona i’ = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.

Les calculs dans C seront donc effectuées par la suite en utilisant la forme z = a + bi (appelée
forme algébrique de z) en tenant compte des propriété des opérations et de la propriété de 7 ci-
dessus. Ceci permet de s’affranchir des définitions de I'addition et de la multiplication sur les
couples pour n’utiliser que les regles de calcul de 1’algebre élémentaire.

L'addition de deux complexes z = a + ib et 2’ = a + ib’ sera donc :
z+z =a+d +i(b+7)
La multiplication de deux complexes z = a + ib et 2’ = a + ib’ sera donc :

zz' = (a+ib)(a' +ib') = aa’ + bt +i(a'b+ab') = aa’ — bb' +i(a'b+ ab’)
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21+ 22

Im{z}

T 3 2

21

-3 -2 -1 2 3 Re{z}
1 1
T

+ -3

Par exemplesionaz =1 —ietz’ =1+ 3i. Alors on obtient
z+7 =242 =2(1+1)

et
zz’:(1—i)(1+3i):1+3i—i—3i2:1+3i—i+3:4+2i:2(2+i).

i

Deplus!l=1+1.

Remarque 2.3.
— Siz € C, z = Osi et seulement si Re(z) = 0et Zm(z) = 0.
— OnaR C C (tout élément a € R s’écrita = a+ 0i € C).
— SiRez = 0, on dit que z est imaginaire pur.
— L’ensemble des nombres complexes non nuls est noté C*.

— La formule du bindme est valide dans C.

Proposition 2.6. (Unicité de I'écriture). Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leur partie
réelle et leur partie imaginaire sont respectivement égales :

z=7 <= Rez=RezZ e Imz=Im7z

2.3.1 Conjugaison

On introduit maintenant 1’opération de conjugaison qui permet en particulier de déterminer
les parties réelles et imaginaires d"un quotient.

Définition 2.7. On appelle nombre complexe conjugué de z = a + bi le nombre noté z défini par z =
a — bi.

On a alors la proposition suivante :
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Im{z}
T 3i a+ib
T+ 2i
T 1
-3 -2 -1 1 2 Re{z}
+ —2i
T+ —3i a—ib

FIGURE 2.1 — Conjugué particulier

Proposition 2.8. On a pour tout z,z' € C :

=z z+4+z =247, zz/ =37,

N

etsiz #0

On retrouve la partie réelle et la partie imaginaire en fonction de z et Z en résolvant le systeme
de deux équation a deux inconnues qui suit :

{z = a+tbi

Z = a-—"bi

Soit : e _
a="T% et p=2"2
21

Siz = a+ bi # 0 on utilisera le conjugué pour le calcul de 1 de la fagon suivante :

z 1 .
=Y

1
z

2.4 Forme trigonométrique et représentation graphique

Rappelons encore que le repere orthonormé direct (O, 7, 7) est fixé.

Définition 2.9. A tout nombre complexe z = a + bi € C on associe de fagon unique le point M de

—
coordonnées a et b et donc le vecteur OM = aul +b7. Le point M = (a,b) est appelé image de
z = a+ib alors que z = a + ib est appelé affixe du point M = (a,b).

Définition 2.10. On appelle module de z = a + ib € C la quantité, notée |z| définie par

Y —
|z| = Va2 + 82 = |OM| 0t OM = aW + b7 .

On démontre facilement les deux propriété suivantes :
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o 27 = |z[?,

o |z = I2I.

Définition 2.11. Pour un nombre complexe z = a +ib € C \ {0}, affixe du point Ml = (a, b), on définit
I’argument de z par

arg(z) = (7,0M) [271].

L’ensemble des arqument de z sera de la forme : arg(z) = {60 + 2km : k € Z}. On écrira aussi argz =
0[27t] pour exprimer que 'argument est déterminé a 27t pres.

De fagon algébrique pour z # 0 de module r, un argument de z sera donc un nombre 6 € R qui
vérifie :

a
cosf = —
r

sinf = —.
r

Le choix de I'angle dans l'intervalle | — 71, 7t], est appelé argument principal de z.

Remarque 2.4. L'arqument principal n’a pas une acception universelle. On peut trouver également en
définition 'intervalle [0, 27t].
Prenons, par exemple, z = % — i@. On retrouve des valeurs caractéristiques du tableau. Ob-

servons d’abord que |z| = 1. On remarque ensuite que Rez = % = cos % Comme le signe devant

T _ 3

- o I : A = _T s
la partie imaginaire est négatif et sin 5>, on en déduit que argz = —5 [27t]. Ainsi

% — i\f = cos(—7/3) +isin(—7/3).

Ainsi, d’apres les définitions introduites dans la premiére section, si, pour un nombre com-
plexe z € C\ {0}, on note
r=|z|et6 = arg(z) [27],

alors
Re(z) = rcos(0) et Im(z) = rsin(0),

de sorte que
z ="TRe(z) +iZm(z) = r(cos(0) + isin(h)).

L'écriture précédente définit la forme trigonométrique du nombre complexe z € C \ {0}.

Définition 2.12. Siz € C\ {0} alors ‘ z =r(cosf +isinb) ‘est appelé forme trigonométrique du

nombre z # 0.
Le couple (r,0) est appelé aussi les coordonnées polaires de z.

On remarque que les complexes de module 1 sont le cercle unité.

Proposition 2.13. M est un point du cercle unité si et seulement si son affixe z = cos(«) + i sin(a) avec
x € R.

Remarque 2.5. Siz =0, |z| = 0 mais arg(z) n’est pas défini.

Le résultat suivant décrit le comportement du module et de I’argument par rapport a la mul-
tiplication :
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Théoreme 2.14. Le produit de 2 nombres complexes a pour module le produit des modules et pour
arqument la somme des arguments, c’est-a-dire :

|zZ'| = |z||Z|, Vz,7' € C,
arg(zz') = arg(z) +arg(z’) [271], Vz,z,' € C\ {0}.

Démonstration.
Module : Soient z = a + ib et 2/ = a’ + ib’ deux nombres complexes. Alors

zz' = (aa" — bb") +i (ab' +a'b) .
Ainsi on obtient
|22/ |> = (aa’ — bb’)2 + (ab’ + a’b)2 = (ad')? + (bV')? + (ab')? + (a'b)?
_ (a2+b2) (a/2+b’2) = 22121 = (JzI|2])*.
Puisque les modules sont positifs, on en déduit la formule souhaitée.

Arguments : Pour démontrer la formule des arguments, nous allons utiliser la forme polaire. On
considere deux nombres complexes z,,z’ € C\ {0}. On note

r=lz|, ¥ = |Z/| et 0 = arg(z), 0’ = arg(z’),

de sorte que z = r (cos 0 +isinf) et z’ = 1’ (cos 0’ + isin#’). Ainsi, on obtient :
zz' =11’ [(cosfcost —sinBsin®’) +i (cosfsinf’ + cos ' sinb)]
= rr' [cos(0 +6') +isin(6 +6)] .
Ainsi arg(zz') = 0 + 6’ [27]. O
Voici des propriétés de calcul de de ’'argument d’un complexe z = a + ib

— sizestréel (b =0)eta > 0:arg(z) =0[27],

— sizestréel (b =0)eta < 0:arg(z) = n[27],

— si zimaginaire pur (@ = 0) et b > 0: arg(z) = 5[27],

— si zimaginaire pur (a = 0) et b < 0:arg(z) = -5 [27],

Voici des propriétés sur le module et 'argument d'un complexe et sur le quotient de deux
complexes :

Propriétés 2.15.
1 1
* ‘Z‘ = m,z #+0,
z|_ 12|
= |Z/‘/Z # 0,
* arg% = —argz 27|,z #0,
* argZ = —argz [2m],z #0,
* arg(—z) = m—argz [27m],z # 0,
* arg(—z) = m+argz [27],
* arg? =argz —argz [2n],z # 0,2 #0.

Conséquence :
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Siz = p(cosb +isinf) # 0, alors

z

|z

1 1
S —(cos@ —isinf) =

D’apres le théoreme précédent, on obtient pour chaque entier n :
2" = lz]... |z| = [2[%,
arg(z") = arg(z) + ... +arg(z) = narg(z) [27].

On obtient également le module et argument de 'inverse. On a vu que tout nombre complexe z,

non nul, possédait un inverse 1/z etona:
et arg(l) = —arg(2) 2A]
B gl = 8 :

Théoréeme 2.16. Pour toutz € Cona:
|Re(z)| < |z| et |Zm(z)| < |z].

De plus, pour tout z1,zo € C l'inégalité triangulaire est satisfaite, c’est a dire :
|21+ 22| < [z1] + |22,

avec égalité si et seulement si il existe A € [0, 00 tel que z1 = Azp ou zp = Azy.

Remarque 2.6. D'un point de vu géométrique, I'inégalité triangulaire se traduit par : si A, B et C sont

trois points du plan alors, puisque AB=A + CB, par

|AB| < ||AC|| + |[CB|.

Démonstration. Siz = a+ibalorsona |a| < Va2 + bZ et |b| < Va2 + b2, ce qui démontre les deux

premieres inégalités.
Pour l'inégalité triangulaire, on a
|21 + Zz|2 = (21 + 22) (21 + 22) = ‘Z1|2 + 2122 + 2122 + |Zz|2.

Or z1zp = 2123 donc z1Z; + Z1zp = 2Re(z1Z;3). Ainsi, on obtient
|21 + 222 = |21 > 4+ 2Re(2122) + |22/

Or Re(z122) < |z1Z2] = |z1]|z2| et donc
|21 + 22| = |21 > + 2Re(z2122) + |22)? < |21)? + 2|21 |22] + |22]? = (|21 + |22])?.

Ceci démontre 1'inégalité triangulaire. Par ailleurs, le cas d’égalité est obtenu si et seulement si

Re(z122) = |z1]|z2],

c’est a dire si et seulement si il existe & > 0 tel que z1zp = «.
142
= = 7‘22‘2 Zy et le résultat est démontré

Ainsi si zp = 0 alors zp = 0.z7 et si zp # 0 alors z; = =

i — &
puisque A = B > 0.

O
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2.5 Interprétation géométrique des opérations

Les images M et M’ de 2 nombres complexes conjugués sont évidemment symétriques par
rapport a l’axe des abscisses Ox.
Soitz = a+ibetz = a’' + ib’ deux nombres complexes d’image M = (a,b) et M’ = (a’,1').
" / v : " 7 Y 71 s
Alors z" = z + Z' est I'affixe du point M" tel que OM" = OM + OM'. L'addition complexe
correspond a 1’addition des vecteurs.

1 -2

Pour interpréter la multiplication, considérons deux complexes z, z’ non nuls affixes des
points M et M. Alors le produit zz’ est I'affixe du point M tel que

—
OM" = OM x OM' et (7,0M") = (7,0M) + (7,0M) [271].

ES 41'{ )
Im{z
oM”
- 3i
T 2i
e
- 1 oM’ N
oM

—4 -3 -2 -1 1 3 Refz} 4
1 1 N}
T
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—
Si on veut faire une homothétie de rapport A d’un vecteur OM il suffira de calculer Az.
. . . , , . .
Si on veut faire une rotation d’angle & d’un vecteur OM il suffira de calculer :

z(cos(a) +isin(a)).
Ainsi pour transformer z en —z il suffit de remarquer :

—z = z(cos(7) 4 isin(7))

On utilise la rotation d’angle 7.
Si A, B et C trois points deux a deux distincts du plan d’affixe z4, zp et z¢ alors I'angle :

(AB, AC) = arg <ZC_ZA> 271].

ZB —ZA

On remarque également que : ||1@|| =|z4 —zp|

2.6 Notation exponentielle

Notons maintenant que la propriété sur les arguments donne une propriété analogue a celle
de I’exponentielle. Ainsi, pour tout § € IR, on introduit la notation exponentielle complexe définie

par:
cos() +isin(f) = e”.
La propriété sur les arguments se réécrit
oL 0
61(9+9 ) — o0t

De plussiz € C\ {0}, notons r = |z| et 6 = arg(z). Ainsi I’écriture trigonométrique z = r cos 6 +
ir sin 6 se réécrit en utilisant I’exponentielle complexe

z =re".
Remarque 2.7. On a en utilisant les propriétés de parité :
z = cos(0) —isin(f) = cos(—0) + isin(—0) = e
De méme en utilisant les regle de calcul d'un inverse :

— i
oo =¢

Par exemple el =1, el = il =—1et e 1T = —i.

De cette exponentielle complexe, on déduit en utilisant les formules qui donnent les parties
réelles et imaginaires en fonction du complexe et de son conjugué les formules d'Euler :
Formules d’Euler : Pour tout 6 € R :

elt =+ e~ 0 el _ =i
cos(f) = ———— sin(f) = ———.
)=~ )=

Théoréme 2.17. Formule de Moivre : Pour tout 0 € Retn € Nona:

(cos(8) +isin(0))" = cos(nf) + isin(nb).

On retiendra facilement ce théoréme grace a la notation exponentielle.




2.6. NOTATION EXPONENTIELLE 37

Démonstration. On fait une démonstration par récurrence. On va partir de n = 2.
(cos(8) + isin(6))" = cos?(#) — sin? () + 2i cos() sin(6)

En utilisant les formules de trigonométrie pour calculer cos(6 + 0) et sin(6 + 6) on obtient la
validité de la formule pour n = 2.
On suppose la formule vraie a I'ordre n et on écrit pour 'ordre (n+1) :

(cos(8) +isin(8))" ™! = (cos(8) + isin(6))" (cos(8) + isin(h))
(cos(n@) +isin(nf))(cos(8) + isin(0))
= cos(nf +0) +isin(n6 + 6)

= cos((n+1)0) +isin((n+1)6).

2.6.1 Linéarisation des puissances trigonométriques

On peut, grace au bindbme de Newton, linéariser des expression du type cos” (6) et sin” (). La
linéarisation consiste a réécrire une expression du type cos” 8sin” 6 en fonction de sommes de
termes de la forme cos(af)) et sin(b0).

On présente le calcul pour cos mais on peut faire la méme chose pour le sinus en utilisant la
formule d’Euler associée.

D’apres la formule d’Euler de cos, on a:

0 | ,—if
cos™ (6) = (e e ) _ in y <7]’(l)eik6€i(nk)9
k=0

1 ¢ <”) iok-mpp _ 1 v <">
== e = — cos((2k —n)0)
2n Ig k 2n =k

11 suffit alors de calculer les coefficients du bindme (}) = ﬁlk), avec le triangle de Pascal et

ne conserver que les termes réels. Il suffit de regrouper par parité les termes. Rappelons que si
(5) =) =1letpour0 <k <nona

ny (n-—1 (" 1

k)  \k-1 k)
Ainsi le coefficient de la ligne 7 et colonne k s’obtient en ajoutant les coefficients de la ligne n — 1
et colonne k — 1 et de la ligne n — 1 et colonne k.

cos’(x) =1

cos! (x) = cos (x)

2, _ cos(2x) 1
cos”(x) = 5 5
_ 3cos (x) 4 cos (3x)
N 4 4
cos (2x) 4 cos (4x) 3

2 8 8
5cos(x) = 5cos(3x cos (5x
0°(x) = 8( L 16( Ly 1(6 :

_ 15co0s (2x) n 3cos (4x) | cos (6x) n 5

32 16 32 16

cos®(x)

cos*(x) =

cos®(x)
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Pour le sinus :

. o0 _ p—if\n 1 & () P
sin" (0) = ( ) = S ) < )eke(—l)( k) g—i(n—k)é

2n4n = \k
1 & (/n k) i(2k—
— i Z <k> (71)(11 k)el(Zk n)0
k=0
1l suffit alors de calculer les coefficients du binéme () = ﬁlk), avec le triangle de Pascal et ne

conserver que les termes réels. Il suffit de regrouper par parité ou imparité les termes suivant la
valeur de i".

Si n est impair on aura des sinus et si # est pair on aura des cosinus. On aura de plus une
alternance de signe de la somme résultat en supposant que la somme est ordonnée avec cos(nf)
ou sin(nf) en premier. Les termes décroissent k6 décroissent de 2 én 2.

Sin = 0[4] alors on a des cosinus et la somme alterne les signes en commengant par positif.

Sin = 1[4] alors on a des sinus et la somme alterne les signes en commencant par positif.

Sin = 2[4] alors on a des cosinus et la somme alterne les signes en commengant par négatif.

Si n = 3[4] alors on a des sinus et la somme alterne les signes en commengant par négatif.

sin®(x) =1

sin!(x) = sin (x)

. 1 cos(2x)
2 -
sin“(x) = 5 >
. 3sin(x)  sin (3x)
3 — _
sin’(x) = 1 1
i (x) = _cosz(Zx) n Coséélx) +%
. 5sin(x) 5sin(3x) sin(5x)
5 - _
sin”(x) = 3 T + 16
, 15cos (2x) =~ 3cos(4x) cos(6x) 5
6(v) — _ _ =
S = -5 — t 5 32 16
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 3 3 21 7 1
1 8§ 28 5 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1

Triangle de Pascal
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2.7 Racines d’'un nombre complexe.

n se donne un complexe w et on cherche a résoudre dans équation =w
O d 1 t herch dred Cr t 72

Proposition 2.18. Pour tout nombre complexe w = a + ib non nul avec a € R et b € R, I"équation
7% = w admet deux solutions opposées qui s'écrivent Z = x + iy, x € Ret y € R avec

xz_yzza
X2+ y? = Va2 + 12
2xy =b

Preuve :

2y =aet2xy=>b.

(x+iy) P =a+ib < «x
On peut adjoindre également 1'équation |Z?| = |w| ce qui donne x? + y?> = /a2 + b2. On voit
alors qu’il y a exactement deux solutions obtenues en calculant x et y* et en comparant les
signes de x et y par I'équation 2xy = b.

Remarque

Soit w € C*. Les solutions de I'équation Z2 = w sont appelées les racines carrées de w. (PAS
D’ECRITURE +/w POUR CES DEUX SOLUTIONS.)

On peut aussi passer par la forme trigonométrique pour calculer cette racine. On va de nou-
veau résoudre z2 = w aprés avoir écrit sous forme trigonométrique w = rye'*® et posé z = re'®.
L’équation devient :

r2€2izx — rweitxw

on identifie modules et arguments pour trouver deux solutions :

- g +2kT

Ko TLKTT jdw.
Zr= ol 2 = \ree T k=0,1

Soient :

NE

Z0 = \/Twe 2 et 21 = /rpe' 2 eF = —\/rye

2.8 Equations polynémiales du second degré

Commengons par quelques rappels du lycée : Soit '’équation az? + bz + ¢ = 0, d’inconnue z
ol a,b et c sont des réels et a # 0. Soit A = b?> — 4ac le discriminant de cette équation alors :

— Si A > 0, I'équation admet deux solutions réelles distinctes

_—b-vaA _—b+va

21 2a 2a

et 2

b
— Si A =0, I'équation admet une seule solution double zy = o
— Si A < 0l'équation admet deux solutions complexes conjuguées distinctes

—b—i\/|A —b+iy/I|A
b VAL, o b VIR

z1 2a
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Notons que lorsque A < 0, I’équation ax? + bx + ¢ = 0 n’admet pas de solutions dans R.
Le probleme qui nous intéresse maintenant est de trouver z tel que

az> +bz+c=0

olta € C*, b € Cetc € C sont des complexes donnés. On a

0> +bz+c=0 < zz+gz+2=0

== z+£ 2+£— b 2—0
2a a 2a a

— (z+Z 2—L_MC—O
2a 402 7

Ceci implique la propriétés suivante

Proposition 2.19. Soit A = b*> — 4ac € C.
. . . b
— Si A =0, I'équation admet une seule solution double z = — %
— Si A # 0, notons 6 et —0 ses racines carrées, I'équation admet deux solutions distinctes

 b+s
T 2

et z =0
n= .
2a

21

On peut signaler le cas particulier des polynémes a coefficients constants.

Théoreme 2.20. Sil'on a un polyndme de degré n i coefficients réels, il posséde n racines (admis) et si
une racine est complexe alors sa conjuguée est aussi racine.

Démonstration.

Pz) =0 <= ayz" +a,_12" ... +az+ap =0 a,z2" +a,_1z2" ...+ a1z +ap =0
Et avec les propriétés du conjugué on a : a,z" +a, 12" '...+a;z2+ag =0 O

En particulier, si 4, b, ¢ sont réels avec a # 0, on obtient, comme corollaire, les formules sui-
vantes en fonction du signe de A = b? — 4ac :

1. Si A > 0 alors 2 racines réelles z = %ﬂ‘ﬂ.
2. Si A = 0 alors racine double réelle z = —%.

—b+iv/—A
2a :

3. Si A < 0 alors 2 racines complexes conjuguées z =

Si zp est une racine d’un polyndéme complexe, on pourra comme dans le cas réelle factoriser
le polyndme par (z — zp).

Un peu plus loin dans les racines

On va étendre le résultat de cours sur les racines carrées aux racine n-ieémes.

Proposition 2.21. Soient 0 # w € Cet n € IN*. L'équation Z" = w admet exactement n solutions
distinctes appelées racines n-iemes de w. Si w s'écrit sous forme trigonométrique w = pe'® avec p > 0,
alors les racines n-iemes de w sont les complexes :

Zg :pl/”ei(%JrkZ?n), aveck € {0,1,...,n—1}|
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Démonstration. Ecrivons Z solution de Z" = w sous sa forme trigonométrique Z = re'7. Alors

7" =w <= (re)" = pe®.
Par la formule de Moivre on a alors ‘ '
ey — pelf)
autrement
n

r"=p et ny=0+k2mraveckecZ
Ainsi, Z s’écrit
7 — pl/nei(%+k2,—1”)‘

Cela fait n complexes distincts que 1’on obtient en donnant a k les valeurs de n entiers successifs
par exemple0,...,n —1louencorel,...,n etc. O
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Fonctions

3.1 Généralités sur les fonctions

— On appelle fonction d’une variable réelle a valeurs réelles, ou encore, fonction numérigue, une ap-
plication d’une partie D de R dans IR, autrement dit une correspondance entre les éléments
de D et ceux de R telle que tout élément de D a une seule image.

— La partie D est appelée ensemble de définition de la fonction. En général, D est un inter-
valle ou une réunion d’intervalles.

— La phrase générique « Soit f une fonction réelle définie sur D » signifie que f est une appli-
cation de D dans R.

— Comme exemples de fonction définie sur R : x ~ x2

fonction f : x — In x est définie sur |0, +oo].

, X +— e¥, x — cos(x), x — sin(x). La

Définition 3.1. Soit f : D — R une fonction. On dit que :
— festmajorée sidM € R VxeD f(x) <M.
— festminoréesidm € R Vxe D f(x)>m.
— f est bornée si elle est minorée et majorée. Cela équivaut a: 3A €¢ R Vx e D |f(x)| <A

3.2 Limite

3.2.1 Limite d’une fonction en un point de R

li_>m f(x) = ¢ signifie que “tout intervalle contenant /¢, contient f(x) pour x assez proche de
X—X0

xp”. Plus précisément

Définition 3.2. (Limite finie en un point) Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle ouvert 1.
Soit xog € I ou l"une des extrémités de 1. On dit que £ est limite de f en x si

Ve>0 36>0 Vxel |x — x| <6 = |f(x) — (| <e

On note alors lim f(x) = ¢.

X— X

Remarque.

1. ordre des quantificateurs est important et on ne peut pas échanger Ve avec 36 : le § dépend
due.

43
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2. L'inégalité |x — xo| < J équivauta x € [xg — J, xp + J]. L'inégalité | f(x) — ¢| < € équivaut a
f(x) e[l —gl+el

3. Si xp est un point de I et si f admet une limite finie en x, alors nécessairement cette limite
est égale a f(xp).

Définition 3.3. (limite infinie en un point) Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I. Soit
xo € I ou l'une des extrémités de I .

— On dit que +oo est limite de f en xq si
VMeR 36>0 Vxel |x — x| <6 = f(x) > M.
On note alors JCh_}n}}ﬂf(x) = +o0.
— On dit que —co est limite de f en xg si

VMeR 36>0 Vxel |x — x| <6 = f(x) < M.

On note alors xhﬁrr)}ﬂf(x) = —o0.

— li_>m f(x) = +oo signifie que f(x) est aussi grand que 1’'on veut quand x est assez proche
X—X0

de xg.

On dit alors que la droite d’équation x = x( est asymptote verticale a la courbe représentative
de la fonction f.

1
— Exemple:Ona lim — = +oo.
x—0 X

Fx)=1/x"2 £l

Proposition 3.4. (Unicité de la limite). Si f admet { et ¢’ pour limites en xo, alors £ = (',
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3.2.2 Limite d’une fonction en l'infini

Définition 3.5. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de la forme |a, +oo[. Soit £ € R.

— On dit alors que f a pour limite { en +o00 si
Ve>0 dB>0 Vxel x>B=|f(x)—/{|<e
On note alors xgrfoof(x) =/.
— On dit que f a pour limite +co en 400 si
VA>0 IB>0 Vxel x>B= f(x)>A.

On note alors lim f(x) = +oo.
X—>+-00

— ngrrl f(x) = ¢ signifie f(x) est aussi proche de ¢ que 'on veut quand x est suffisamment
X [e¢]

grand.

On dit alors que la droite d’équation y = ¢ est une asymptote horizontale a la courbe repré-
sentative de la fonction f.

2 2
. x-+1 . x-+1 o
Par exemple lim -5 —1let lim =1L (Voir ci-dessous)
x—+400 x4 4+ x 43 x——c0 x4+ x+3

FxI=(x"2+1) 7 (x"24x+3) Y

T1.8

T 1.6

T1.4

T1.2

=48 =38 =28 =18 hil:] 28 38 <48 W
1 1 1 1

— liI}rl f(x) = +oo signifie, f(x) est aussi grand que 'on veut lorsque x est suffisamment
X—+00

grand.

— On définirait de la méme manieére la limite en —oo pour les fonctions définies sur des inter-
valles de type | — o0, a].

— Exemple de référence : Soit n > 1 et m > 1. Nous avons
i hmx4)+oo xn = +OO,

lim " = 400  sinest pair,
x5—00 | —oo sinestimpair,
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1 _
— limy 40 = 0,
— llmx_>_oo xin = 0.
n 400 si n>m
— lim A Iim x"""=< 1 si n=m

x— oo xM xX——+00
feox * 0 si n<m

— SiP(x) = ayx" +a,_1x" ' 4+...a1x +agaveca, # 0et
Q(x) = byXx™ 4 byy_1x™ 1 + ... bix + by avec by, # 0, alors

P(x) ay

n

x—ifilao Q(x) B 15;; x> oo xMM |
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Ceci ne s’applique pas lorsque x — 0, seulement lorsque x — +oo.

3.2.3 Limite a gauche et a droite

Il arrive que le comportement local d"une fonction f soit différent a gauche d"un point xg (c’est
a dire pour x < xp) et a droite de x( (c’est a dire x > xp). Nous sommes donc amenés a introduire

les notions de limites & gauche et & droite :

Définition 3.6. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I (de la forme |a, xo[, |xo, b| ou

la, xo[U]xp, b[) . Soit £ € R.

— On dit que f admet € pour limite a gauche en xq si la restriction de f a |a, xo[ admet £ pour limite

en x.
On note alors lim f(x) = ¢

x%xo

— On dit que f admet | pour limite a droite en xg si la restriction de f a |xo, b[ admet £ pour limite en

X0-
On note alors lim f(x) =/

-k
X*}XO

Onnote aussi lim f(x) par im f(x) et lim+f(x) par lim f(x).
X*}XO _}xo }C*}XU

X=Xy x<x(Q

Exemple : lim,_,o+ % = 4ooetlim, ,o- % = —o0

x>x0

F{x)=1/x

+-1

+-2

+-3

+-a
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3.2.4 Opérations sur les limites
Opérations algébriques Cas des limites finies.

Soient f et g deux fonctions admettant des limites finies en 4, alors :
1. f + g admet une limite en a et J1(11)1r£11(f +9)(x) = chlir}lf(x) + )lclg}zg(x)
2. fg admet une limite en a et J1C1£)rl1z(fg) (x) = 91(11)1{11 f(x) )1(13{11 g(x)

3. Pour tout réel A, A f admet une limite en a et chlgrbl]()\f) (x)=A ]1(151‘}1 f(x)

4. Si de plus la limite de g est non nulle, ! admet une limite en a et lim f (x) = M
8 x—=a g limy_, g(x)

5. Si f admet | comme limite en a, alors |f| admet || comme limite en a.

Composition des limites.

Définition 3.7. Soient deux fonctions f : I — Ret g : | — R telles que f(I) C ]. On définit la
composée de f par g noté go f : I — R par

(gof)(x) =g(f(x)) Vxel

Soit la fonction f : x — x — 1 pour x € R et soit la fonction ¢ : x — Inx définie sur |0, +oo[. La
fonction f o g(x) = In(x — 1) n’est pas définie sur R mais seulement sur |1, 4oo[.

Théoreme 3.8 (Théoreme de la limite composée). Soient deux fonctions f : I — Ret g: | — IR tel
que f(I) C J. Soit a € I ou I'une des extrémités de I et soit b € ] ou I'une des extrémités de . Alors

Si limf(x)=0b et lim g(x) = ¢, alors lim(go f)(x) =¢,
x—b X—ra

X—a

a, b et { peuvent étre finis ou infinis.

Opérations algébriques. Cas des limites infinies.

1. Silim f = £ etlim g = 400, alors lim(f + g) = +oo.

Silim f = (etlimg = —oo, alors im(f + g) = —oo.

Silim f = +oco etlim g = 400, alors lim(f + g) = +o0.

Silimf = /¢ # 0etlimg = 400, alors lim(fg) = +oosi ¢ > 0, oulim fg = —ocosil < 0.
Silimf =/¢ #0etlimg = —oo, alors lim(fg) = —oosi ¢ > 0, oulim(fg) = +oosil <O0.
Silim f = +ooetlim g = +oo, alors lim(f g) = +oo.

NSk » DN

Formes indéterminées : +00 — 00, 0 X oo, %, =, 1%

3.2.5 Théorémes sur les limites

Théoréme 3.9.

— Si chlg}lf(x) = /(e Rets'ilexiste A € R tel que f(x) < A, alors { < A.

— Si f(x) < g(x)etsi chlg}lf(x) =/l eRetlimy,g(x) =, alors £ < 1.

— (Théoreme des gendarmes) Si f(x) < g(x) < h(x) et si )lclg}lf(x) = J1(11)‘1{11 h(x) = ¢, alors g admet
aussi une limite en a et chll)]flll g(x)=1¢

— Si f(x) < g(x) etsi chlg}lf(x) = +oo0, alors chlg}lg(x) = +o0.

— Si f(x) < g(x) et Jlclgl}lg(x) = —o0, alors chlgr}lf(x) = —o0.
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Remarque.

1. Les inégalités strictes ne sont pas conservées par passage a la limite. Par exemple Vx € R,

1 o 1 1
m > 0 mais hmx4)+oo m - 0

2. lim smr 0. En effet, =1 < sinx < 1 et puisque 1 + x2 > 0, on a alors pour tout x
x—+oo 1+ x2

-1 < sin x 1
14+x2 = 142 = 142

Puisque limy_ 4 ﬁ = 0, le théoremes des gendarmes (appelé aussi Théoréeme d’enca-
drement) nous donne le résultat.

3.3 Continuité
Dans cette partie I désigne un intervalle non vide de R.

3.3.1 Définitions

Définition 3.10. Soient f une fonction définie sur |a, b| et xo €|a, b[. On dit que f est continue en xo si

lim f(x) = f(xo).

X— X

On dit que f est continue sur |a, b[ si elle est continue en tout point xq de |a, b].

Remarques
1. Notons que f est continue en xg est équivalent a
Ve>0 dyp>0 Vxel lx — x| <y = |f(x) — f(x0)] <e.

2. La continuité assure par exemple que si la fonction n’est pas nulle en un point, alors elle
n’est pas nulle autour de ce point.

3. Comme exemples de fonctions continues : x — x?

x — |x|, x = Inx sur |0, +-c0[, x = /x sur [0, +-00[

,x — €%, x — cos(x), x — sin(x),

Propriétés 3.11.
1. Si f et g sont continues en xq, alors f + g et fg sont continues en xo.
2. Si f est continue en xg et si f(xg) # 0, alors ch est continue en xy.
3. Si f est continue en xy, alors, pour tout réel A, Af est continue en xo.

4. Soit f : I — Ret g: ] — R deux fonctions telles que f(I) C J. Si f est continue en xo € I et si g
est continue en yo = f(xp), alors g o f est continue en x.

3.3.2 Fonctions continues sur un intervalle

Théoréme 3.12 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction continue sur un inter-
valle I, a valeurs réelles. Soient a,b € I et m un réel compris entre f(a) et f(b). Alors il existe ¢ € I,
a <c<btelque f(c) =m.

Exemple

Soit f une fonction continue sur [0,1]. Si f(0) = —1et f(1) = 1 alors il existe ¢ € [0,1] tel que
fle)=0
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3.4 Dérivabilité

Dans cette partie I désigne un intervalle de R.

3.4.1 Définitions

Définition 3.13. Soient xo € I et f une fonction définie sur 1. On dit que f est dérivable en x si

o £ = f(x0)

xX—X0 X — Xp

existe et est finie. Cette limite est alors notée f'(xg) et appelée dérivée de f en xy.

Définition 3.14. f une fonction définie sur 1. On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout
point xg € 1.

Soit |a, b[ un intervalle ouvert inclus dans I. On dit que f est dérivable sur |a, b si elle est dérivable
en tout point xq de |a, b].

La fonction x — f'(x) est la fonction dérivée de f. Elle se note f' ou %.

Remarques
1. (Rappel Lycée) La fonction f : x — x est dérivable en tout point xyp € Ret f'(xg) = 1. En
effet
f) ~flo) _x-x
X — X X —Xp !
donc

lim M =1.

X—X X — _XO
Ainsi f(x) = x est dérivable et f'(x) = 1.
2. La fonction f(x) = x? est dérivable en tout point de xg € R et f’(x) = 2x. En effet

f) ~flx) _ P -8 (x—x0)(x+x0)
X — X X — X X — X

donc
x) — f(x
i L) =)
X—Xo X — xO
Ainsi f(x) = x? est dérivable et f'(x) = 2x.
3. Par changement de variable, on pose x — xg = h, x — xp équivaut h — 0, on a donc f est
dérivable en x si et seulement si

lim £ (o 1) = f(xo)

h—0 h

existe et est finie.

4. L'équation de la tangente a la courbe représentative de f au point (x, f(xg)) est donnée
par

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)-

La valeur f’(xp) est le coefficient directeur de la tangente.

Par exemple, soit f : x — x2, donnons 1’équation de la tangente a la courbe représentative
de faupoint (1, (1)) .Ona f(1) = 1 et puisque f'(x) = 2xona f’(1) = 2. Donc I’équation
de la tangente au point (1, f(1)) = (1,1) esty = f/(1)(x —=1)+1=2(x —1) +1=2x— 1.
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Flx)=x"2 u
g(x)=2%x-1

5. f est dérivable en x si et seulement si il existe une fonction e : I — R continue et nulle en
x telle que pour tout x € I:

f(x) = f(x0) + (x — x0) f' (x0) + (x — xg)e(x).

Ce qui peut s’écrire pour tout & tel que (xo +h) € I:

f(xo+h) = f(xo) +hf'(xo) + he(h) avec Plliir})e(h) =0.

Quelques dérivées de fonction classiques a connaitre :

f f!
constante 0
x", n>1 nx T
1 —1
— pourx #0 —
o p 7 2
—n
o pourx #0, n>1 PTES]
1
x, x>0 —
VX 2\/x
er ex
1
Inx, x>0 —
X
CoSs X —sinx
sin x COS X
2., 1
tan x 1+tan"x = T
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Définition 3.15.  — f est dérivable a droite en xq si f|[y, 1 o[ €5t dérivable, autrement dit si
lim (0 +h) = f(x0)
h—0T h

existe et est finie ; cette limite est alors notée f)(xo) et appelée dérivée de f a droite en xo. (f est alors
continue a droite en xg.)

— f est dérivable a gauche en X Si f||_ o xo|n1 €5t dérivable, autrement dit si

o £+ 1) = f(x0)

h—0- h

existe et est finie; cette limite est alors notée fy(xo) et appelée dérivée de f a gauche en xo. (f est
alors continue a gauche en xop).

— Soit [a,b] inclus dans 1. On dit que f est dérivable sur [a, b] si elle est dérivable sur |a, b|, dérivable
a droite en a et dérivable a gauche en b.

Proposition 3.16. Soit f définie sur |a, b] et soit xy €|a,b[. f est dérivable en xq si et seulement si elle
est dérivable a droite et a gauche en xq et fy(xo0) = fg(xo)-

Exemple Soitla fonction f : x — |x|. Ona fg(0) = —1et fj(0) = 1 et donc f n’est pas dérivable
en 0.

3.4.2 Opérations sur les dérivées

Proposition 3.17.

1. Si f et g sont dérivables en x, alors f + g est dérivable en xy. On a
(f +8)"(x0) = f'(x0) + &' (x0)-
2. Si f et g sont dérivables en x, alors fg est dérivable en xg. On a
(f8)'(x0) = f'(x0)8(x0) + f(x0)8’ (x0)-
3. Si g est dérivable en x et si g(xo) # 0, alors ;; est dérivable en xy. On a
! /
(5) o=y
Si f sont dérivables en xg alors f /g est dérivable en x et

(f)l (x0) = f'(x0)8(x0) — f(x0)g"(x0)

g 8%(x0)

4. Si f est dérivable en x, alors, pour tout réel A, Af est dérivable en xy. On a
(Af)'(x0) = Af'(x0)-

5. Soit f: I — Ret g : ] — R deux fonctions telles que f(I) C ]. Si f est dérivable en x et si g est
dérivable en yoy = f(xo), alors g o f est dérivable en xy. On a

(8°f) (x0) = 8'(f(x0)) f'(x0)-
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Application de dérivation de fonctions composées

f f
f(x) =vou(x) = v(u(x)) u' (x)o(u(x)
u(x)", n>1 nu’ (x)u(x)" 1
Exemple : (ax + b)" na(ax +b)"1
Gy M0 oo
1 —nu’(x
W, u(x) #0 n>1 u(;/c)”(“)
Vu(x), u(x)>0 2?/%
ot (%) o x)eu(x)
u(x
In(u(x)), u(x)>0 Lé(x)
Exemple : In(ax? +b), ax*+0b>0 axzai 5
cos(u(x)) —u'(x) sinu(x)
Exemple : cos(ax + b) —asin(ax + b)
sin(u(x)) u'(x) cos(u(x))

3.4.3 Propriétés des fonctions dérivables

Croissance , décroissance et bijections.

Définition 3.18. Soit f : I — R une fonction. On dit que :
— festcroissante sur IsiVx,y € I, x <y = f(x) < f(y).
— f est strictement croissante sur I siVx,y € I, x <y = f(x) < f(y).
— f est décroissante sur I siVx,y € I, x <y = f(x) > f(y).
— f est strictement décroissante sur I siVx,y € I, x <y = f(x) > f(y).
— f est monotone sur I si f est croissante ou décroissante.

— f est strictement monotone sur I si f est strictement croissante ou strictement décroissante.

Proposition 3.19. Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|.
1. f est croissante (resp. décroissante) sur [a,b] si et seulement si Vx €la,b[ f'(x) > 0 (resp.
f'(x) <0).
2. Si f vérifieVx €]a,b] f'(x) > 0 (resp. Vx €la,b] f'(x) < 0) alors f est strictement croissante
(resp. strictement décroissante) sur [a, b].

3. Si f est dérivable sur |a, b| et vérifie Vx €|a, b f'(x) = 0, alors f est constante sur [a, b].

Définition 3.20. Soient I et | des intervalles de R et soit la fonction f : I — ]. On dit que f est une
bijection de I sur | s'il existe une application g : | — I telle que

gof(x)=x, Vxel e fog(y)=y, Yye].

La fonction g est la bijection réciproque de f et se note f~1.

Remarques

1. Lorsque f est bijective tout élément de y de | a un et un seul antécédent par f dans I.
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2. Dans un repére orthonormé la courbe représentative de f~! est la symétrique de celle de f
par rapport a la premiere bissectrice de celle de f.

3. fz: [0, +00[— [0, +oo[, f(x) = 1/ est une bijection et f ! : [0, +oo[— [0, +oo[ avec f~1(x) =

4. £:]0,+0[— R, f(x) =Inxet f~1: R —]0, +oo[ avec f~1(x) = e*.

Théoreme 3.21. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle. Si f est continue et strictement
monotone (strictement croissante ou strictement décroissante) alors f est une bijection de I dans l'inter-
valle image | = f(I). Le fonction réciproque f=' : | — I est continue et a le méme sens de variation

que f.

(Admis; sera démontré au second semestre.)

Théoreme 3.22. Soient xo € et f : I — IR une application strictement monotone et continue sur I,
dérivable en xo. Alors I'application réciproque de f, f~' : f(I) — I est dérivable en f(xg) si et seulement

si f'(xg) # 0. Dans ce cas on a : / 1
(F7) (o) = 7

(Admis; sera démontré au second semestre.)
Nous avons aussi la formulation équivalente suivante :

1

(£1) @0 = Fr=gay

3.5 Fonctions logarithme et exponentielle (rappels)

Il s’agit de réviser les fonctions déja connues : logarithme et exponentielle.

3.5.1 Logarithme népérien

On admet I'existence du logarithme népérien, noté In (ou log), I'unique fonction de R, dans R
qui s’annule en 1, dérivable sur R et dont la dérivée est égale a x %

Propriétés 3.23.

1. La fonction In est strictement croissante sur R*.

2. ¥(x,y) e RA xRL In(xy) =Inx+Iny
3. lim Inx =400 e Iim Inx= -
X—+00 x—0t
4 VxeR}, Inx<x-1
5. lim M =1
x—0 X

A démontrer :
e Pour le 2 on considere la fonction x + In(xy) qui a la méme dérivée que x — Inx.
e pour le 3 on utilise I'égalité In2" = nIn2 (déja vu au lycée).

3.5.2 Exponentielle de base ¢

La fonction In est continue et strictement croissante de R dans R. C’est donc une bijection de
R* dans RR. La bijection réciproque est appelée exponentielle de base e et est notée exp ou x — e*.




54 CHAPITRE 3. FONCTIONS

Propriétés 3.24. — La fonction exp est continue et strictement croissante de R dans IR, .
— Elle est dérivable sur R et Vx € R exp’(x) = exp(x).
— VY(x,y) ER? ¥V =¢* ¢V,

Les courbes représentatives de Inx et e* :

Fx)=e"x
g(x)=In(x)
h{x)=x

3.5.3 Fonctions puissances

Définition 3.25. Pour tout & € R on définit la fonction puissance f, sur R par

fa(x) = A x> 0.

On note : fo(x) = x*.

Proposition 3.26. Soit & € R. La fonction puissance x — x* est une fonction continue dérivable sur
10, +-o0[ de dérivée

x — ax® L

Propriétés 3.27. Soient x € Ret B € R et soient x > 0 ety > 0alors
fl, et = o,

2, {0 = &,
3. (xy)* = x"y*.

Remarque

— Sia =n,n > 1, onretrouve bien la fonction x — x" = x X x... X X. En effet, lorsque x > 0
————

n fois

nln(x) In(x") _

onace =e = x".

1

. 1 . L
» avecn > 1, on retrouve la fonction x — x#, qu’on appelle aussi la racine niéme.

3

— Sia =

1 . . . .
Nous avons (x7)" = x. On appelle x +— x!/2 racine carrée, x — x1/3 racine cubique.
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Proposition 3.28. Va > 0et VB > 0ona

4o Sia>0
1. lim x*=<1 Sia =0
X—+00
0 Sia<0
0t  Sia>0
2. lim x* =<1 Sia =0
x—0t .
400 Sia <O

3.5.4 Croissances comparées

Proposition 3.29. Voo > 0et VB > Oona

o
1. lim )
X——+00 xlS

=0

2. lim xP|Inx|®* = 0
x—0+
XX
3. Iim — = 4o
X——+00 xﬁ

4. lim |x[Pe™ =0
X——00

On peut dire que la fonction puissance impose sa limite a la fonction In, et que la fonction exp
impose sa limite a la fonction puissance en +oco. Autrement dit, (In x)* est négligeable devant x?
au voisinage de +oo, etc...

3.6 Fonctions circulaires et leurs réciproques

Dans cette section il s’agit de réviser les fonctions circulaires et de découvrir de nouvelles
fonctions : les fonctions circulaires réciproques.

3.6.1 Fonctions circulaires

Les fonctions sinus et cosinus sont supposées connues.

Propriétés 3.30. =~ — La fonction cosinus est continue sur R, 27t-périodique, paire.
— La fonction sinus est continue sur R, 27t-périodique, impaire.

— La fonction tangente est définie sur R \ {7 +kmt, k € Z}, continue sur tout intervalle ne conte-
nant pas de réel de la forme % + k7t (k € Z), r-périodique, impaire.

— Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur IR et
Vx € R (sin)’(x) = cos(x) (cos)'(x) = —sin(x)
— La fonction tangente est dérivable sur tout intervalle ne contenant pas de réel de la forme 7 + kr

(k€ Z), et : (tan)’(x) = 1+ tan?(x) = —3

cos?(x)"

Courbes représentatives de sin x et cos x et tan x
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Fx)=sin(x) y
g{x)=cos{x)
h(x)=tan(x)

T-8.8

T-1.6

2.4

T-3.2

3.6.2 Fonctions circulaires réciproques
I- Arc sinus.

La restriction a [—%, —0—%] de la fonction sinus est continue et strictement croissante sur 1'in-
tervalle [—F,+7%]. C’est donc une bijection de [—%,+ 5] dans [—1, +1]. La bijection réciproque
est appelée Arc sinus et est notée x — arcsin x.

Définition 3.31. Pour tout x € [—1,+1], arcsinx est ['unique élément de [—%,+7%] pour lequel le
sinus est x :

y = arcsinx x = siny

x € [-1,41] y € [-%+5]

Propriétés 3.32. La fonction arcsin est impaire. arcsin est continue et strictement croissante sur
[—1, +1].
Elle est dérivable sur | — 1, +1][ et

(arcsin)’(x) =

V1I—a2

Courbe représentative de sin x et arcsin x :
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f(x)=asin(x) y
g{x)=sin{x)

-1.6 -1.2 -8.8 -8.4 a.4 a.8 1.2 1.6 w
f ! I L H h

1-8.4

+-0.8

T-1.2

T-1.6

II- Arc cosinus.

La restriction a [0, +7t] de la fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur
[0, +7t]. C’est donc une bijection de [0, +7t] dans [—1, +1]. La bijection réciproque est appelée Arc
cosinus et est notée x > arccos x.

Définition 3.33. Pour tout x € [—1,+1], arccos x est I'unique élément de [0, +7t] pour lequel le cosinus
est x :

Y = arccosx X = cosy

x € [-1,41] y € [0,+m]

Propriétés 3.34. La fonction arccos est continue et strictement décroissante sur [—1, +1].
Elle est dérivable sur | — 1, +1][ et

(arccos)’(x) = —

Courbe représentative de cos x et arccos x.

f(x)=acos(x) Y
g{x)=cos{x)
h(x)=x

-2.4 -1.8 -1,2 -8.6 8.6 1.2 1.8 2.4 N
f ! I ! H h

T=8.2

T-0.8

+-1.4
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III- Arc tangente.

La restriction & | —%,+7 [ de la fonction tangente est continue et strictement croissante sur
|—=%,+% . Ses limites aux bornes sont 4-c0 et —co, en effet

lim tanx = —c0 et lim tanx = +oo.
x—-7 x—+7

C’est donc une bijection de | — %, 45 [ dans RR. La bijection réciproque est appelée Arc tangente et

est notée x — arctan x.

Définition 3.35. Pour tout x € R, arctan x est I'unique élément de | —75,+7% [ pour lequel la tangente
est x :
{ y = arctanx { x = tany
x € R y € 1-5+3]

Propriétés 3.36. La fonction arctan est impaire. arctan est continue et strictement croissante sur R.

Elle est dérivable sur R et ,

(arctan)’(x) = T2

Courbe représentative de tan x et arctan x.

fx)=atan{x) Y
g(x)=tan(x)
h(x)=x

+-1.8

T=3.2

T-4.8

+-6.4




Calcul intégral et équations différentielles

4.1 Intégration, calcul de primitives

4.1.1 Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b] (avec a < b). On rappelle que le graphe de f
I'ensemble des points (x,y) de R? qui vérifient x € [a,b] ety = f(x).
On suppose que la fonction f est positive. Le sous-graphe de f est ’ensemble

SG(f) :=={(xy) € [a,b] x R; 0 <y < f(x)}.
Si on note par Cy la courbe représentative de la fonction f, le sous-graphe de f est délimité par
Cy, les droites d’équation x = a et x = b et I'axe des abscisses. Le sous-graphe d'une fonction

continue positive sur un segment [4, b] est un exemple trés important d’ensemble que 1’on sait
mesurer.

Définition 4.1. Soit f une fonction continue positive sur [a, b] L'intégrale de a a b de la fonction f notée
b B, 9 g
[, f(x)dx est définie par I'aire du sous-graphe de f

/abf(t)dt — Aire (SG(f)).

C'est 'aire délimitée par I'axe des abscisses, les droites d'équation x = a et x = b et la courbe Cy.

Lorsque la fonction f est négative, le sous-graphe de f est 'ensemble
SG(f) :=={(xy) € [a,b] x R; f(x) <y < 0}.

Définition 4.2. Soit f une fonction continue négative sur [a,b] L'intégrale de a a b de la fonction f notée
b o , , L
[ f(x)dx est définie par I'opposée de I'aire du sous-graphe de f

/a ! F(1)dt = —Aire (SG(f)).

C'est I'aire délimitée par I'axe des abscisses, les droites d’équation x = a et x = b et la courbe Cy.

Toute fonction réelle continue f sur un intervalle [a, b] s’écrit comme la différence de deux fonc-
tions positives continues sur [a, b
R
f=f—f

avec fT := max(f(x),0) et f~(x) := sup(ff(x),O)ﬂ Ceci nous permet de définir la notion

a sia>b
L max(a,b):{b sia <b

59
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d’intégrale de f sur [a, b] (en remarquant que f s’écrit f = f* — f~ sur [a, b]).

Définition 4.3. Soit f est une fonction continue de [a, b]. L" intégrale de a a b de la fonction f sur [a,b],
notée | ab f(t)dt est définie par

/abf(t)dt — Aire (SG (f*)) — Aire (SG (f7)).

J&x) 4y

On en déduit de cette définition la proposition suivante

Proposition 4.4. Soient a < bet f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Alors

1.
2. [Tf(t)dt=0.

3. J7 f®) e+ [7g(6)dt = [7(F(8) + g(8)) .
4.

5. Relation de Chasles. Pour tout «, B, <y de [a, b]

(définition) [} f(t)dt:= — [” f(¢)dt.

Pour tout A € R, [ Af(t)dt = A [ £(¢)dt.

/jf(t)dt:/D:’f(t)dw/ff(t)dt.

si f > 0sur [a,b] alors fabf(t) dt > 0.
Si f < g sur [a,b] alors fubf(t) dt < f: g(t)dt.
Sia < balors ] fu”f(t)dt) < [P1£(0)) at.
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Remarque

fabf(t) dt‘ < fﬂb |f(t)] dt n’est pas vraie pour b < a.

4.1.2 Primitive d’une fonction continue

Définition 4.5. F et f sont deux applications définies sur 1. On dit que F est une primitive de f sur I si

F est dérivable sur I et
Vx €1, F'(x) = f(x).

Remarque

On peut trouver dans les livres la notation [ f(x)dx pour désigner une primitive de f.

Théoréme 4.6 (Théoreme fondamental de I’analyse.). Soit f une fonction continue sur un intervalle
ouvert I de R, a valeurs réelles, et soit a un point de 1.

— La fonction

F :ern—>/xf(t)dt

est une primitive de f sur I; c’est la primitive de f qui s’annule en a.

— Pour toute primitive Fy de f sur I, I'ensemble des primitives de f sur I est {Fy + C; C € R}.

D’ott Iexistence de la fonction In admise au chapitre 7.

Corollaire 4.7. Soit f une fonction a valeurs réelles définie et dérivable sur un intervalle ouvert 1. On
suppose de plus que sa dérivée est continue sur I (f € C'(I)). Si [a,b] C I, ona

[ £wde = 1)~ fla).

On utilisera la notation suivante | f (x)]z = f(b) — f(a). Une application majeure de ce résultat :

Formule d’intégration par parties.

Proposition 4.8. Soient f et g deux fonctions a valeurs réelles dérivables sur un intervalle ouvert I de R,
a dérivées continues sur 1; on a, si [a,b] C I,

b b b b
| F gt = (F0)s) - f@s@) - [ f0g' 1)t = [f5] - [ Frg' ey

Calculer ff Intdt. On pose g(t) = Int et f'(t) = 1 donc ¢'(t) = 1 et f(t) = t. La formule
d’intégration par parties nous donne

2 2 2 q 2
/lntdt:[tlnt} —/ txfdt:2ln2—1ln1—/ dt =2In2 — 1.
1 1 J1 t J1

Remarque

4.1.3 Calculs d’intégrales et calculs de primitives

Voici un tableau regroupant les primitives des fonctions usuelles; il est obtenu par une lecture
inverse de celui des dérivées.
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f Primitive F sur
f(x)=0 F(x)=c R
flx) =k F(x) =kx+c R
flx)=¢* F(x) =e¢*+c R
Fx) =", ocl;é -1 F(x) = %5 +c¢ ]0; 400
fx = F(x) =In|x|+¢ ] —00,0[ ou |0, +-00[
1
f)=_—2a20 F(x) =In|x+a[+c| ]—oo,—afou]—a, +oo
f(x) =sinx F(x) = —cosx+c R
f(x) =cosx F(x) =sinx +c¢ R
1
f(x):coszx:1+tan2x F(x) =tanx+c¢ | =5 +km S +kn[, keZ
f(x) = i F(x) = arctanx + ¢ R

Utilisation des formules de dérivation

En inversant les formules de dérivation des fonctions composées, on aura le tableau suivant
(attention, ces formules sont a comprendre sur des intervalles ot les fonctions sont bien définies) :

f primitive F
f(x) = u'(x)v'(u(x)) F(X)ZU(M(X)l)JrC:UOM(x)JrC
f(x) =u'(ax +D) F(x) = Eu(ax+b)+c
f(x) = sin(ax +b) F(x) = f% cos(ax +b) +c¢
f(x) = cos(ax +b) F(x) = % sin(ax +b) +c¢
f(x) = ' (x)e*™) F(x) =e*™ 4 ¢
n+1
Flx) = i/ (x (x)(u(x))", neN F(x) “fﬁz .y
u'(x _ -1
flx) = v /x))”“' n > 1 entier (x) CESCE +c
) = S = w ut) Fx) = u(0)/2 4
u(x
flx) =u'(x)u(x)*, a # -1 F(x) uixj_alrl +c
) =4 ) F(x) = In(u(x)) +c
f(x) = u/(x)sin(u(x)) F(x) = —cos(u(x)) +c¢
f(x) = u'(x) cos(u(x)) F(x) =sin(u(x)) + ¢

Nota bene

Toutes les formules qui précédent ne sont que des cas particuliers de la premiére ligne : la
primitive de f(x) = u/(x)v(u(x)) est F(x) = v(u(x)) + c = vou(x) +ec.

4.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

4.2.1 Introduction : Notion générale d’équation différentielle

C’est au début du XVII siecle, avec le calcul différentiel et intégral de Newton et Leibniz,
qu’apparut la notion d’équations différentielles. Elles sont issues de problemes de géométrie et
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de mécanique. Au début du XV 111 siecle les méthodes classiques de résolution de certaines équa-
tions furent découvertes. Avec le développement de la mécanique, la résolution des équations
différentielles devient une branche importante des mathématiques (grace a Euler, Lagrange, La-
place...).

En mathématiques, une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonc-
tions inconnues et leurs dérivées. L’ordre d"une équation différentielle correspond au degré maxi-
mal de dérivation auquel I'une des fonctions inconnues a été soumise.

Les équations différentielles représentent un vaste champ d’étude; en particulier, elles sont
utilisées pour construire des modéles mathématiques de phénomenes physiques et biologiques.

Soit I un intervalle de R. y désigne une fonction d’'une variable réelle notée x (ou des fois ¢
qui désigne le temps) définie sur I. On notera par y' la dérivée de y et par iy’ sa dérivée seconde,

! _ / !/
y'(x) = (y'(x))"

Une équation différentielle est une équation o1 interviennent une fonction inconnue y de la
variable réelle x (parfois on prend aussi t) et une ou plusieurs de ses dérivées i,y etc ... ainsi
qu’éventuellement la variable x elle-méme.

Par exemple,

y'(x) =2(x), yx)y(x)+x=1 ((x)*+y@x)+x=0, y"(x)=y(x)—xy’(x)

sont des équations différentielles sur I = R. Souvent on note v’ au lieu de y/(x).
On dit qu'une équation différentielle est du premier ordre (ou d’ordre 1) si elle ne fait inter-
venir que la variable x, la fonction y et sa dérivée premiere y'. Les équations :

Y=y yw+x=1 y-xy=0

sont des équations différentielles du premier ordre (sur RR).

Une équation différentielle du second ordre peut faire intervenir x, y,y’ et y”. Par exemple :
I'équation y” + xy’ — y = 0 est du second ordre.

Dans ce cours, nous nous limitons a 'étude des équations différentielles du premier ordre
dites linéaires.

4.2.2 Equations différentielles linéaires du 1°* ordre
Terminologie

Soit I un intervalle de IR. Soient a et f deux fonctions & valeurs dans IR définies et continues
sur I.

— Une équation différentielle linéaire du premier ordre (ou d’ordre 1) sur [ est une équation

de la forme :
(E) o' (x) +a(x)y(x) = f(x).

La fonction y est I'inconnue de I'équation.

— On appelle solution de (E) toute fonction y définie et dérivable sur I et telle que :
pourtoutx € I, y'(x)+a(x)y(x) = f(x).
— L’équation
(H) ¢ +a(x)y =0
est appelée 1’équation homogene associée a (E).

Remarques

Lorsque I'intervalle I n’est pas précisé, c’est R tout entier.

Au lieu d’écrire ’équation (E) sous la forme i’ + a(x)y = f(x), on écrit parfois simplement
y'+ay=f.

De méme, I’équation homogene (H) s’écrit aussi iy’ + ay = 0.
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Solution de I’équation homogene (H) : y' + ay = 0

Théoréme 4.9. Soit A(x) = [ a(x)dx une primitive de a sur I. L'équation

(H) v +a(x)y=0

admet une infinité de solutions : ce sont toutes les fonctions yp données pour tout x € I par

ot C est une constante réelle quelconque.

Preuve : Comme la fonction a est continue sur l'intervalle I, elle y admet des primitives. Si
A désigne 1'une d’entre elles, alors A est dérivable sur I et A’(x) = a(x). Puisque e* > 0, y
est solution de (H) si et seulement si ¥ + ay = 0 ce qui est équivalent a (' + ay)e = 0. On a
(eAW)Y = Al(x)eA®) = g(x)eA™), donc

(v(x)et™)

Par suite : y est solution de (H) si et seulement si (yeA)/ = 0. Donc

=y (x)e? +y(x) (D) = (¢ (x) + a(x)y(x))eA).

Vxel, (y(x)eA(x))/ =0«=3CeR : Vxel yx)er™ =C.

Donc
y(x) = Ce AW,

ot C est une constante réelle quelconque.

Proposition 4.10. Si y; et y, sont deux solutions de (H) alors pour tout (a, B) € R?,

ay1 + By2

est encore une solution de (H).

Remarque

Cette proposition est la traduction de la linéarité de I'équation.

Résolution de 1’équation compléte (E)

Théoreme 4.11. L'équation (E) admet une infinité de solutions.
Si yp désigne une solution particuliere de (E) alors toute solution yg de (E) s’écrit pour tout x € I :

ye(x) = Ce 4% 4 yp(x),

ot C est une constante réelle quelconque.
Autrement dit yg = yy + yp : la solution générale de (E) est la somme de la solution générale de
I'équation homogene (H) associée et d'une solution particuliere de (E).

Remarque

Notons que les solutions de (E) dépendent d’un seul parametre : la constante C.
Preuve : Comme yp est solution de (E), ona: f = y} + ayp. Donc y est solution de (E) si et
seulement si
Y +ay =yp+ayp,
donc (y —yp)’ 4+ a(y —yp) = 0 et y — yp solution de (H). Et on conclut via le Théoreme[4.9]
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Exemple

Résoudre sur R l'équation différentielle (E) 1’ + 2xy = 6x.
~ On procéde en 3 étapes.
1¢¢ étape : Résolution de I'équation homogene associée

(H) vy +2xy=0.

Ici a(x) = 2x admet pour primitive par exemple la fonction A(x) = x2.

Donc la solution générale de (H) yp(x) = Ce * avecC € R quelconque.
2°me gtape : Recherche d’une solution particuliere yp de (E).
yp(x) = 3 est une solution évidente puisque yj, = 0 et donc y}, + 2xyp = 0+ 2x x 3 = 6x.
3%m¢ ¢tape : Conclusion.

La solution générale de (E) est yp(x) = Ce ™ +3 avecC € R quelconque.

Exemple

On considere ’équation différentielle : (E) ' — 6x%y = .

2x3

a) Vérifier que la fonction g donnée sur R par : g(x) = xe=* est une solution de (E).

b) Puis résoudre (E).

Recherche d’une solution particuliere de (E) - Méthode de variation de la constante

Lorsqu’il n’est pas possible de trouver une solution évidente, on peut rechercher une solution
particuliere y de 'équation (E) ' +ay = f(x) sous la forme

y = Clx)e ),

c'est-a-dire en remplagant dans I'expression de la solution générale de (H) la constante C par une
fonction C(x) que I'on supposera dérivable (sur I).
La recherche de cette solution y se ramene donc a celle de la fonction C.

Proposition 4.12 (Méthode de variation de la constante). Soit I un intervalle de IR. Soient a et f deux
fonctions a valeurs dans R définies et continues sur 1. Soit I"équation différentielle linéaire d’ordre 1

(B) ¥ +a(x)y = f(x).

Soit A(x) = [ a(x)dx une primitive de a. Alors une solution particuliere de (E) est donnée par :

oit C(x) = [ eA®) f(x)dx est une primitive de e4*) f(x).

Preuve :Siyp(x) = C(x)e~4(®) avec C et A comme ci-dessus, alors la fonction yp est dérivable
surletonaVx € [

yp(x) = C(x)e 4 —C(x) A" (x)e= A

C'(@)e ) —a(x)yp(x)  A'(x) = a(x)
= AW F(x)e AW —a(x)yp(x) C'(x) = c(x) = 2™ f(x)
= f(x) —a(x)yp(x)

On en déduit que pour tout x € I: y,(x) +a(x)yp(x) = f(x).

e




66 CHAPITRE 4. CALCUL INTEGRAL ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exemple
On considere ici ’équation différentielle
(E) v +2xy=e * 13,
— Son équation homogene est
(H) vy +2xy=0.
C’est celle de 'Exemple[£.2.2): elle admet pour solution générale

2

Vx € R, yg(x) =Ce™*

ot C € RR constante quelconque.
— On cherche alors une solution particuliére yp de ’équation (E) sous la forme

2

yp(x) = C(x)e?

oll C : R — R est une fonction dérivable sur R.
Alorson a

2

yp(x) = C'(x)e ™ —2x.C(x).e ™.
Ce qui nous donne :
yho(x) + 2xyp(x) = C'(x)e ™  VxeR. 4.1)
Or, yp est solution de (E) ce qui signifie 'on a :
Yo (x) + 2xyp(x) = e 13 yxeR (4.2)
Des équations et , on déduit que

yp = C(x)e ™ estsolution de (E) <= C/(x)e ™ = *

Donc C’(x) = ¢ et par suite C(x) = [¢3* = ‘%X +K.
On peut par exemple prendre

1
C(x) = 3633‘

—x243x

. 1 . .
et on en conclut que la fonction yp(x) = 3¢ est une solution particuliere de (E). La

solution de 1’équation (E) est donc
y(x) = Ce™ + %e‘x2+3x.

Principe de superposition

Proposition 4.13 (Principe de superposition des solutions). Comnsidérons deux équations différen-
tielles linéaires définies sur un méme intervalle I de R par

(1) ¥ +a(x)y = fi(x) et (E2) ¥ +a(x)y = fo(x)

ol a, f1 et fp sont des fonctions définies et continues sur 1.
Si yp, est solution particuliere de de (E;) pour i = 1,2. Alors

yp, T Yp,

est une solution particuliére de
(E) ¥ +a(x)y=fi+fo
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Exemple

L’équation différentielle
(E) ' —6x%y = xe? +12x2

admet pour solution particuliere

yp(x) = xe® —2.
En effet : d'une part, yp, (x) = xe** est solution particuliere de 'équation : (E;) v —6x%y =
xe?®.
D’autre part, la fonction yp, (x) = —2 est une solution évidente de 1'équation

(Ea) v —6x%y = 12x°.

Le second membre de I'équation (E) étant la somme des seconds membres de (E;) et (E;), on
conclut par le principe de superposition des solutions que la somme yp, + yp, est une solution
particuliere de (E).

Probleme de Cauchy-Lipschitz (Solution avec condition initiale)

La solution d'une équation différentielle du 1°" ordre dépend d’une constante réelle (notée
C dans le Théoreme {4.11). Pour déterminer cette constante, il suffit de connaitre une condition
initiale c’est-a-dire la valeur de la solution en un point donné.

Définition 4.14. Soient xo un point de 1, yo un réel. On appelle probléme de Cauchy le probleme

¥ (x) +a(x)y(x) = b(x) Vxel
(C){ y(xo) = Yo

La condition y(xo) = yo est appelée donnée initiale ou encore condition initiale.

Le probleme (C) admet une solution unique. Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 4.15 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz). Soient a et f deux fonctions continues sur un
intervalle I de R. Considérons I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 :

(B) ¥ +a(x)y=f(x).

Fixons xo € I et yp € R. Alors il existe une unique solution y de (E) qui vérifie la condition initiale :
y(x0) = vo.

Preuve :D’apres le Théoreme comme y est solution de (E), il existe une constante C € R
telle que: Vx € I, y(x) = Ce 40 4 yp(x).
Alorsona:

y(x0) = yo <= Ce ) 4 yp(xg) = yo <= C = A0 (yg — yp(x0))

ce qui détermine la constante C.




	Rudiments de logique et de théorie des ensembles
	Opérations logiques
	Quelques mots sur les notations

	Quantificateurs 
	Raisonnement par contraposée
	Raisonnement par l'absurde
	Raisonnement par récurrence
	Ensembles
	Ensembles et parties d'un ensemble
	Opérations sur les ensembles

	Applications
	Image directe, image réciproque
	Composition des applications

	Sommes, dénombrements et formule du binôme
	Sommes et quelques règles de leur manipulation
	Dénombrement : principes de base
	Combinaisons, coefficients binômiaux, formule du binôme

	Inégalités, valeur absolue et partie entière
	Inégalités
	Valeur absolue
	La fonction partie entière


	Nombres Complexes
	Trigonométrie
	Opérations sur les points du plan
	Nombres complexes
	Conjugaison

	Forme trigonométrique et représentation graphique
	 Interprétation géométrique des opérations
	Notation exponentielle
	Linéarisation des puissances trigonométriques 

	Racines d'un nombre complexe.
	Équations polynômiales du second degré

	Fonctions
	Généralités sur les fonctions
	Limite
	Limite d'une fonction en un point de R
	Limite d'une fonction en l'infini
	Limite à gauche et à droite
	Opérations sur les limites
	Théorèmes sur les limites

	Continuité
	Définitions
	Fonctions continues sur un intervalle

	Dérivabilité
	Définitions
	Opérations sur les dérivées
	Propriétés des fonctions dérivables

	Fonctions logarithme et exponentielle (rappels)
	Logarithme népérien
	Exponentielle de base e
	Fonctions puissances
	Croissances comparées

	Fonctions circulaires et leurs réciproques
	Fonctions circulaires
	Fonctions circulaires réciproques


	Calcul intégral et équations différentielles
	Intégration, calcul de primitives
	Définition
	Primitive d'une fonction continue
	Calculs d'intégrales et calculs de primitives

	Equations différentielles linéaires d'ordre 1
	Introduction : Notion générale d'équation différentielle
	Équations différentielles linéaires du 1er ordre



